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LIVRB I. 

ÉTUDE DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 



CHAPITRE I. 

Définition de» fonction» circulaires^ 



1. — Deux guantitéB gui varient simultanément, de manière 
que la variation de l'une entraine la variation de Tautre, sont 
dites fonctions Tune de l'autre. Ainsi la surface d'un cercle 
croît avec le rayon, c'est une fonction du rayon ; l'espace que 
parcourt un corps en tombant est une fonction du temps ; réci- 
proquement, le temps est une fonction de l'espace parcouru. La 
force élastique maximum de la vapeur d'eau pour une tempé*^ 
rature donnée augmente avec la température ; c*est une fonc- 
tion de la températiu*e. 

On considère ordinairement l'une des deux quantités comme 
variant d'une manière arbitraire, on l'appelle variable indé^ 
penda/nte ; l'autre, dont la variation est déterminée par celle 
de la première, est la fonction proprement dite. 

Lorsque la relation qui existe entre les variables peut être 

i 
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exprimée par une équation gui ne renferme que les signes de& 
opérations arithmétiques : addition, soustraction, multiplica- 
tion, division, élévation à une puissance donnée, extraction ' 
d'une racine de degré connu, la fonction est dite algébrique. 
On n'a d'abord étudié que les fonctions de cette nature. Plus- 
tard on a introduit dans les mathématiques des fonctions telles 
que la relation qui existe entre la fonction et la variable indé- 
pendante n'est pas susceptible d'être exprimée par les signes 
d'opérations simples que nous venons de rappeler ; on leur a 
donné le nom de fonctions transcendantes, he logarithme d'un 
nombre est une fonction transcendante de ce nombre. Telles 
sont aussi les fonctions circulaires, dont l'étude si importante- 
est l'objet de la trigonométrie^ 



ARCS POSITIFS, ARCS NÉGATIFS. 

9. — Soit un cercle (flg. 1) dont on prendra le rayon pour 
unité de longueur ; concevons qu'un mobile parte d'un point 
fixe A, et se meuve sur la circonférence dans un sens ou dans- 
l'autre. 

Pour distinguer ces deux cas, nous regarderons l'arc décrit 
comme positif, si le mobile se meut dans un sens déterminé, 
par exemple dans le sens ABA', comme négatif si le mobile 
86 meut dans le sens contraire. Désignons par la lettre x 
l'arc décrit par le mobile à partir du point A, et affecté du 
signe -f- dans le premier cas, du signe — dans le second cas. 

Le mobile peut se mouvoir indéfini- 
ment dans l'un ou l'autre sens ; il décrit 
une première circonférence ABA'B'A,. 
X croît de à 2w ; continuant son mou- 
vement, il décrit la circonférence une 
seconde, une troisième fois..., et x croît 
de 2iT à 47t, de 4« à 6^,.. Si le mobile 
ïliarche en sens inverse, il décrit une première circonférence 
AB'A'BA, X varie de Oâ — 2if ; puis une seconde, une troi- 
sième.. , et l'afc X varie de — Stt à — 4îr, de — 4ip à — 67r... De 
la sorte œ varie, d'une part de à -[-» t d'autre part de à — oo . 
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SINUS. 

8- — Considérons le mobile dans une position quelconque, 
et du point qu'il occupe abaissons une perpendiculaire sur le 
diamètre A'A mené par le point de départ. U se présente deux 
cas : le mobile se trouve, soit sur la demi-circonférence ABA^^ 
par exemple en M ou en M^ soit sur la demi-circonférenoe 
AB'A', par exemple en N ou en N'. La longueur de la perpen- 
diculaire, affectée du signe -{- ^^^^ ^^ premier cas, du signe — 
dans le second cas, s'appelle le sinus de l'arc parcouru. Ainsi 
le sinus de l'arc AM est + ^^î celui de l'arc AA'N' est 
— NT'. On désigne le sinus par la notation sin, abréviation 
de sinus. 

On remarque que la perpendiculaire MP, sinus de Tare AAÎ, 
est la moitié de la corde MPN, qui sous-tend l'arc double MAN. 

Quand le mobile marche de A en B, c'est-à-dire quand x 

varie de à -5- , le sinus croit de à 1 , et alors il atteint sa 

2 

valeur la plus grande, son maximum. Quand le mobile marche 

TT 

de B en A', c'est-à-dire quand x croît de — à w, le sinus 

décroît de 1 à 0. Le mobile dépasse ensuite le point A' et 

marche de A' en B', x croît de w à — \ le sinus, devenu négatif, 

décroît de à — 1 , et alors il atteint sa valeur la plus petite, 
son minimum. Quand le mobile marche de B' en A, c'est-à- 

dire quand x croît de -^ à 2tr, le sinus croît de — 1 à et 

revient à sa valeur initiale zéro. Le mobile a décrit la circon- 
férence entière ; il la décrit une seconde, une troisième fois...; 
et le sinus reprend les mômes valeurs, quand le mobile repasse 
par les mêmes points de la circonférence. Donnons mainte- 
nant à X des valeurs négatives ; si Ton fait croître a? de — 2v 
à 0, ou de — 4ir à — 27r, ou de — 6^ h — 4^..., le mobile dé- 
crira la circonférence ABA'B', et les mêmes valeurs du sinus 
se reproduiront encore. 
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On dit qu'une fonction est périodique, quand elle reprend la 
même valeur, lorsqu'on augmente la variable d'une cjuanlilé 
déterminée ai ; cette quantité s'appelle l'amplitude de Ja pé- 
riode, ou simplement la période. Une fonction périodique est 
complètement déterminée, lorsqu'on connaît les valeurs qu*elle 
prend pour les diverses valeui-s de la variable dans l'intervalle 
d'une période, par exemple de à m. 11 résulte de ce qui pré- 
cède que le sinits est une fonction périodique de F arc; V ampli- 
tude de la période est 27r. Si Ton augmente ou si l'on diminue 
l'arc d'un nombre quelconque de circonférences, le sinus ne 
change pas ; on a donc la relation 

^ sin (2A;7r -|- x) = sin x, 

dans laquelle k désigne un nombre entier quelconque, positif 
ou négatif. 

La valeur du sinus reste comprise entre — 1 et + 1 , et il 
est à remarquer que^ dans chaque période, le sinus passe deux 

fois par la même valeur. Ainsi de à —, le sinus croît de 
à + 1 ; de — à TT, il décroît de + 1 à 0; de tt à -^ , le sinus 

décroît de à — 1 ; de -^ à 27r, il a-oît de — 1 à 0. 11 y a ex- 

ception pour la valeur maximum -j- 1» e* po^r la valeur mini- 
mum — 1 ; le sinus ne passe qu'une fois par chacune d'elles. 



TANGENTE. 

4. — Par le point de départ A menons une tangente indéfi- 
nie T'T (fig. 2) et considérons la portion de cette droite com- 
prise entre le point A et le prolongement 
du rayon mené du centre à la position du 
mobile. Il se présente deux cas : le rayon 
prolongé coupe la droite indéfinie, soit en 
T du côté ABA', ce qui arrive lorsque le 
mobile est en M ou en N', soit en T' de 
l'autre côté, ce qui arrive lorsque le mo- 
Fig. 2. bile est en M' ou en N. Cette portion de 
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di'oite, affectée du signe + dans le premier cas, du signe — 
dans le second cas, s'appelle la tangente de Tare parcouru. 
Ainsi la tangente de Tare AM est + AT ; celle de l'arc AM' 
est — AT'. On désigne la tangente par tang^ abréviation du 
root tangente. 

Quand x croît de à -s* i la tangente croît à partir de 0, de 

manière à devenir plus grande que toute quantité donnée, ce 
qu*on exprime en disant que la tangente varie de zéro à Tin- 
ûni ; quand le mobile passe en B, la tangente saute brus- 

quement de -f- <» à — oo ; quand x croît ensuite de -r- à ir, la 

tangente est négative et croît de — oo à 0. Supposons mainte- 
nant que le mobile parcoure la seconde moitié A'B'A de la 
circonférence, c'est-à-dire que x croisse de w à 2ir ; on observe 
que pour deux arcs terminés en deux points diamétralement 
opposés, tels que M et N', ou M' et N, la tangente a la même 
valeur ; en général quand on ajoute à l'arc une demi-circonfé- 
rence, la tangente reprend la même valeur. La tangente est 
donc une fonction périodique de l'arc et la période est w, ce 
qu'on exprime par la relation 

tan g [kit -}- 0?) = tang x, 

dans laquelle Ti désigne un nombre entier quelconque, positif 
ou négatif. ^ 

La tangente prend toutes les valeurs possibles, positives ou 
négatives, et dans chaque période elle ne passe qu'une fois par 

ir 

la même valeiu*. Ainsi l'arc variant de à -^ , la tangente 
passe par toutes les valeurs positives de à -f- oo ; l'arc variant 
de -^ à TT, la tangente passe par toutes les valeurs négatives 
de — 00 à 0. Au delà commence une nouvelle période. 
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SÉGÀin'E. 

&. -^ Sur la droite indéfinie qui va du centre à la position du 
mobile, considérons la longueur comprise entre le ce&tre et 
la dtoite TT' (fig. 2). Deux cas se présentent : cette longueur 
est placée, ou suivant la direction même du rayon, ce qui 
arrive lorsque le mobile est en M ou en N, ou snivaAt la direc- 
tion opposée, ce qui arrive lorsque le mobile est en M' au en N'. 
dette kmgueur OToa 0T\ affectée du sigiie ^-daUKS le premier 
i^as^^du signe — dans le second cas, s'appelle la sécante de Tare 
parcouru. Ainsi 

8écAM=4-0T, sécAM'=— OT, 8ôcAN'=— OT, 

sécAN = + Crr. 

On ^igne la décante par la notation séc, abréviation du mot 
sécante. 

Quand œ croît de à -^ , la sécante croît de + 1 à -f- oo . 

Quand le mobile passe en B, la «écanle saule i^rusqpieoient 

die -jr 00 à — oo . Quand x croît de -^ à ir, la sécante croît de 

— 00 à — 1 ; X variant de w à -^ , la sécante décroît de — 1 

à — 00 ; en B', elle saute brusquement de — oo à -|* oo ; jp va- 

riant de -^ à 27r, la sécante décroit de + <» à + 1. Mêmes 

variations de 2it à 4?^, de An à 67r, de — 27r à 0.... Ainsi la sé- 
cante est une fonction périodique de Tare et 2ïr est la période^ 
ce qu'on exprime par la formule 

séc (24:^^4?).= séca?. 

Dans chaque période, la fonction prend deux séries de va- 
leurs allant, l'une de + 1 à -f- <» î l'autre de — 1 à — oo . La 
sécante prend donc toutes les valeurs, excepté celles qui sont 
comprises entre — 1 et -j- 1, et elle passe deux fois par chacune 
d'elles. 
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FONCTIONS COMPLÉMENTAIRES. 

II. — On dit que deux arcs sont complémentair^^f lorçgue la 
tsomme de ces deux arc3 est égale à. uu qimrt de circonfereac^, 

TT 

l'arc est plus petit que — , son complément est positif, mais 



TT 



quand Tare est plus grand que -^ , son complément est nég»' 

tif. Ainsi le complément de l'arc AM (fig. 3) est + BM; le com- 
plément de l'arc AM' est — BM'. 

On appelle cosinus, cotangente, cosdcante d'un arc, le sinus, 
la tangente, ou la sécante de l'arc complémentaire. 

Ima^QOW qu*un second mobile parte du point B et décrive 
un arc que Ton regardera comme positif si le mobile se meut 

dans le sens BAB'A', comme négatif si 
le mobile se meut en sens contraire ; on 
TOit que w deux jcnobiles, partis^ l'un de 
A, l'autre de B, ont parcouru des arcs 
compléme^UireSjils arriveront au même 
point de la circonférence. Il en résulte 
que le cosinus d'uB arc est égal à la per- 
pendiculaÎDe MQ abaissée de la position 
du mobile «ar la droite BB', perpendiculaire affectée du signe 
+ si le mobile est sur la demi-circonférence BAB',du signe— 
ei le mobile est sur la demi-circonférence BA'B'; ou, ce qui 
est la même chose, le cosinus est égal à la distance OP ou OP' 
du centre au pied du sinus, distance affectée du signe + si elle 
est comptée sur OA, du signe — si elle est comptée sur OA', 
Ceci permet de suivre aisément sur la figure les variations 

du cosinus : quand œ croît de à -^ , le cosinus décroit de + 1 




Fig. 3. 
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ir 



à ; a? variant de — à ^r^ le cosinus devient négatif et décroît 
de à— 1; quand a? varie de ir à -^ , le cosinus a-oît de — 1 
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& ; enfin, quand œ varie de — à 2ic^ le cosinus redevient po- 
sitif et croît de à + 1 . Mêmes variations de 2n à Itt, etc. 

Ainsi le cosinus est une fonction périodique de l'arc, ayant 
2ip pour période. Cette propriété résulte d'ailleurs immédiate- 
ment de la définition ; quand l'arc x varie de 2ir, l'arc -^ x 

varie aussi de 27r, et par conséquent co^ a? ou Ain j-^ — x\ 

reprend la même valeur. 

Menons au point B une tangente indéfinie S'S au cercle, la 
portion BS ou BS' de cette droite déterminée par le prolonge- 
ment du rayon mobile, et affectée du signe + ou du signe — 
suivant qu'elle est comptée sur BS ou sur BS', est la cotan- 

gente de Tare x. Quand x varie de à -r- , la cotangente dé- 

croît de + 00 à ; a? dépassant -5- ef variant de — à ir, la co- 
tangente devient négative, et décroît de à — 00 . Quand on 
ajoute TT à un arc, on passe d'un point M au point diamétrale- 
ment opposé M' (fig. 4), et la cotangente reprend la même va- 
leur. Ainsi la cotangente est une fonction périodique de l'arc, 
et la période est tt. 

De même, la cosécante est la longueur OS, affectée du signe 
+, quand elle est placée suivant la direction même du rayon, 
du signe — quand elle est placée en sens contraire. Quand a? 

Tt 

varie de à -5- , la cosécante décroît de + 00 à + 1 ; a? variant 

de —à TT, la cosécante croît au contraire de+là-}-oo; 

quand x dépasse ït, la cosécante saute brusquement de + 00 à 
— 00 ; elle croît ensuite de — 00 à — 1 , pour décroître enfin 
de — 1 à — 00 ; la fonction est périodique et la période est 2ir, 
comme celle de la sécante. 

I' ' FORMULES DIVERSES. 

». — Si l'on augmente ou si Ton diminue un arc d'une demi- 
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circonférence, on passe d'un point M au point diamétralement 
opposé M' (fig. 4). Les deux fonctions tangente et cotangente, 

qui admettent la période w, ne changent 
pas ; mais les quatre autres fonctions, si» 
- nus, cosinus, sécante et cosécante, dont 
la période est 2ip, changent de signe en 
conservant la même valeur numérique. 
Ainsi, dans la figure, le sinus du premier 
arc est + MP, celui du second — MT' ; 
le cosinus du premier arc est + OP, celui 
du second — OF ; la sécante du premier 
arc est + OT, celle du second — OT ; la cosécante du premier 
arc est + OS, celle du second — OS. On a donc 
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sin (tt -|- a:) = — sin a? 

COS (tt -|- a?) = 
séc (tt -j- a?) =r= 

coséc (tt -}- ^) = 



— COS X, 

— séc aï, 

— coséc X. 



é. — Quand on change le signe d'un arc, on passe d'un point 

M à un autre point M', symétrique du 
premier, par rapport au diamètre AA' 
(fig. 5). On voit que deux arcs égaux et de 
signes contraires ont môme cosinus OP, 
et que les sécantes OT et OT' sont aussi 
égales et de même signe. Mais le sinus, la 
tangente, la cotangente et la cosécante 
changent de signe, tout en conservant la 
même valeur numérique. On a donc 

Fig. 5. 
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cot( 
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coséc 1 
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Lorsqu'une fonction ne change pas quand oo change le 
Bigne de la variable, on dit que la EoDctûm est paire, par ana- 
logie arec les polyn&nes entiers qui ne renfennent que des 
puissances paires de z. Si la Ibnctioo change de signe en am- 
servant la même valeur num&ique, on dit qu'elle est im- 
paire. Le cosinus et la sécante scNot des fonctions paires ; le 
sinus, la tangente, la cotangente et la cosécante sont des fonc- 
tions impaires. 

•. — Des formules précédentes on déduit celles-ci : 

' nn |— + ;rj = cos (— «) = cos «, . 

COB |-|- + ar'j = sin (—«}= — sin I, 

tang (^ 4- j| = cot (— a) = — cot x, 

cotj-^-|-«j= tang (— «) Œ= — lang x, 

séc l-s" + a:] = coséc ( — x] ^ — coséc x, 

co«éc 1-3- + iFl = séc (— ar) = séc *. 

A l'aide de ces formules, on exprime les fonctions circu- 
laires d'un arc donné au moyen des fonctions circulaires d'un 
arc compris entre et — . 

!•■ — On dit que deuxares Bont $upplémentaires, quand leur 
somme est égale k une demi-cîrconfétence, ou à ir. Il est aisé de 
voir que les extrémités de deux arcs supplémentaires sont si- 
t iK'ca Hur une parallèle MM' au diamètre AA' {flg. 6) . En effet, les 
ili'iix arcs supplémentaires x et tt — x ont pour compléments 

-^ — X et — -^ + a;; ces deux compléments sont des arcs 

i^gaux et de signes contraires comptés à partir du point B ; 
Itiurs extrémités M et U' sont donc situées sur une perpendi- 
ailiiire MM' au diamètre BB', et par conséquent sur une pa- 
rallèle à AA'. 
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Les sinus MP et M'P des deux arcs sup- 
plémentaires AM et AM' sont égaux et de 
même signe, ei de même les cosécantes 
OS et OS'. Les cosinus +0P et — OP' sont 
égaux et de signes contraires ; et il en est 
de même des tangentes, des sécantes et des 
cotangentes. On a donc : 

sin (tt — x] = sin x, 
cos (w — a?) = — C08 a?, 
tang (tt — . a?) = — tang ar, 
cot (tt — x) = — cot a?, 
9éc (v — 0?) = — séc-x^ 
coséc (tt — a?) = coséc a?. 

Au reste, ces formules peorent être déduites facilement de 
celles qui ont été établies aux n»' 7 et 8. On a, en effet, 

sin (tt — œ) = — sin ( — x) = sin x, 
cos (« — ar) = — cos ( — a?) =: — cos a?. 




Fig. ^. 



FONCTIONS CIRCULAIBES mVERSES. 

Il« — Nous avons considéré jusqu'ici les lignes trigonomé- 
triques comme des fonctions de l'arc; â un arc donné corres- 
pond une valeur de chacune des lignes trigonométriques, et 
une seule. Inversement, on peut regarder Tare comme fonc- 
tion d'une ligne trigonométrique ; mais à une même valeur de 

la ligne trigonométrique ' corresponaent 
une infinité d'arcs. 

Considérons d'abord la fonction inverse 
y= arc tang œ. La tangente x est la va- 
riable in4épendante, l'arc correspondant 
est la fonction. Donnons à x une valeur 
quelconque AT (fig. 7), et par le point T 
menons la diamètre TMW ; tous les arcs 
qui, partant du point A, aboutissent en M ou en M', et ceux-là 
seulement, admettent la tangente donnée ; si Ton appelle ce 
l'un de ces arcs, tous les autres seront compris dans la formule 
ftw-J-a (& étant un nombre entier quelconque positif ou négatif). 




Fig. 7. 
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Ainsi, à une valeur AT de la variable x correspondent une: 
infinité de valeurs kn-^ade la fonction y. 
Par ce qui précède, la fonction 

y = arc tang x 

n'est pas suffisamment définie ; elle aura un sens précis, si- 
Ton donne la valeur y^ de Tare pour une valeur particulière x^^, 
de la variable, et si, faisant ensuite varier x d une manière 
continue à partir de a?o, on prend pour y Tare qui varie 
d'une manière continue à partir de j/q. Par exemple, si l'on 
suppose que l'ai'c est nul en même temps que la tangente, la 

fonction y variera de à —, quand x variera de à + oo , eL 
de à — ^ , quand x variera de à — oo . 

19. — Considérons maintenant la fonction y = arc sîn x. A 
la distance x menons une parallèle au diamètre A A^ du côté- 

du point B ou du point B', suivant que x a 
le signe + ou le signe — (fig. 8) ; si la va-^ 
leur donnée à x est comprise entre — 1 et 
+ li cette parallèle coupera la circonfé- 
rence en deux points M et M' ; tous les arcs 
qui aboutissent en M ou en M', et ceux-là 
seulement, admettent le sinus donné. 
Appelons a l'un de ces arcs, ir — a sera 
un autre de ces arcs ; si le premier aboutit en M, le second 
aboutira en M', et inversement ; tous les arcs qui aboutissent 
au même point que le premier sont compris dans la formule 
2/c7r>|-a; tous ceux qui aboutissent au même point que le second 
sont compris dans la formule 2/cir-|-7r — a, ou f2Â-(-l)w — «. 

Si l'on donnait à a? la valeur + 1 ou la valeur — 1, les deux 
points M et M' se confondraient en B ou en B' et les deux for- 




Fig. 8. 



mules se réduiraient en une seule 2kn -f- 



TT 



ou 2kn . 



Afin de préciser le sens de la fonction y = arc sin x, on peut, 
comme précédemment, donner la valeur de la fonction qui 
correspond à une valeur particulière de la variable, et suppo- 
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'fier que y varie ensuite d'une manière continue avec x. Par 
■exemple, si Tare y s'annule en même temps que le sinus a?, 

-quand x variera de à 1, y variera de à -^ , et quand x va- 

tiera de à — 1, y variera de à — rr-- 

2 * 

Si, après avoii- fait croître la variable or de à 1 , on la fait 
■ensuite diminuer de 1 à 0, il y a incertitude dans la marche de 

la fonction; la fonction y a augmenté d'abord de à -^ ; elle 

peut ensuite, tout en restant continue, augmenter de -^ à ir, 

If 
ou diminuer de -^ à 0. 

Appelons a et a^ deux arcs qui ont le même sinus ; on aura 
«, = 2fc7r 4- «, ou a^ = (2* + l)7r — «; OU en déduit a^ — « 
= 2fc7r, ou a^ -}-«=: (2A +' l)7r. Ainsi, pour que deux arcs 
•aient le même sinus, il est nécessaire et il suffit que leur 
différence soit égale à un multiple pair de fr, ou leur somme à 
tm multiple impair de ir. 

18. — La fonction y = arc cos x présente des circonstances 
analogues. Portons le cosinus donné à partir du centre U sur 
OA ou sur OA'^ suivant son signe, et par Textrémité P élevons 
une perpendiculaire sur le diamètre; cette perpendiculaire 
coupera la circonférence en deux points M et N ; tous les arcs 
qui aboutissent en M ou en N, et ceux-là seulement, admettent 
le cosinus donné. Si l'on désigne par a l'un d'eux, tous ces arcs 
seront compris dans la formule 2A;7r ± a. Pour que deux arcs 
aient le même cosinus, il est nécessaire et il suffit que leur 
somme ou leur différence soit un multiple de 27r. 

Pour préciser le sens de la fonction, il faut, comme précé- 
demment, donner la valeur de la fonction pour une valeur 
particulière de la variable, et supposer que la fonction varie 
ensuite d'une manière continue. 

14. — Examinons enfin la fonction y=:arc séc x. Du centre 
avec un rayon égal à la valeur absolue de x décrivons une 
circonférence, elle coupera la droite indéfinie TT en deur 



Il 




Fig. 0. 
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points T et T (fig. 9); menons les diiK 
mètres qui passent par œs deux points; 
si la sécante donnée a le signe -|-, on 
prendra les arcs gui aboutissent en M ou 
en M'; si elle a le signe — , ceux qui abou- 
tissent en N ou en N^ Dans tous les cas^ 
si Ton désigne par k Tun de ces arcs, ils 
seront tous compris dans la formule 

MESURE DES ANGLES. 




té, — Étant donné un angle AOB [fig. 10), si du sommet 

comme centre, avec un rayon arbitraire^ 
on décrit ime circonférence, on sait que 
le rapport de l'arc AB au rayon OA est 
constant pour im même angle; on sait éga- 
lement que ce rapport varie proportion- 
nellement à Tangle; car, si le rayon est le 
Fig. 10. même, les angles sont proportionnels aux 

arcs. On peut donc prendre ce rapport pour. la mesure de 
Tangle. Ceci revient à prendre pour unité d'angle Pangle au- 
quel correspond un arc égal au rayon. Désignons par r et s 
les nombres qui expriment la longueur du rayon OA et celle 

de l'arc AB, la mesure de l'angle AOB sera w = — . Si Ton 

T 

mesure Tare en prenant pour unité le rayon, la mesm^e de Tare 
sera celle de Tangle. Imaginons que l'angle croisse de zéro k 

un angle droit; la mesure de l'angle variera de à— , c'est* 

à-dlredeOà t,5707... 

Les fonctions circulaires, telles que nous les avons définies,, 
sont les nombres qui mesurent les lignes trigonométriques, 
quand on prend le rayon pour unité, en d'autres termes ce sont 
les rapports de ces lignes au rayon. Un angle AOB étant 
exprimé par le même nombre que l'arc AB compris entre ses 
côtés, quand on adopte les unités que nous venons d'indiquer, 
on emploiera indifféremment les locutions : sinus de l'angle 
AOB ou sinus de Tare AB. 
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L -* Les instruments propres à la mesure des angles se 
composent en général d'un limbe circulaire et de deux alidades 
mobiles autour du centre. Comme on ne peut tracer qu'un 
nombre limité de divisions sur le limbe^ il est naturel de les 
prendre équidistantes. Au lieu de désigner les arcs par leurs 
longueurs mesurées aîu moyen du rayon pris pour unité, ainsi 
que nous l'avons dit, on a trouvé plus commode de les expri- 
mer en parties aliquotes de la circonférence. Pour cela on a 
partagé la circonférence en 360 parties égales que l'on nomme 
degrés, chaque degré a été subdivisé en 60 minutes, chaque 
minute eu 60 secondes ; les arcs plus petits qu'une seconde 
s'expriment par des fractions décimales de la seconde. Un arc 
de 23 degrés 45 minutes 18 secondes et 75 centièmes de seconde 
s'écrit 23^45'18'',75. 

Dans cette manière de procéder, on peut concevoir que 
l'unité d'angle est l'angle qui correspond à un degré de la cir- 
conférence, et que cette unité a été subdivisée en 60 parties 
égales, et chacune de ces parties en 60 parties égales ; les 
angles s'expriment ainsi par des nombres complexes, comme 
cela avait lieu pour toutes les espèces de grandeurs, dans les 
anciennes mesures. Il est facile de comparer les deux modes 
de mesure; la demi-circonférence contenant 648000 secondes, 

la longueur de Tare d'une seconde est ■ ^- - ; l'arc qui a une 

648000 

longueur égale à l'unité contient donc secondes, c'est- 
à-dire 206264,81 secondes, ou 57Mr44'',81. 
Lors de la réforme du système des poids et mesures, on a 

voulu mettre la division de la circonférence en harmonie avec 
le système décimal, et Ton a partagé le quadrant en 100 grades, 
le grade en 100 minutes, la minute en 100 secondes. L'angle 
de 37 grades, 85 minutes, 64 secondes s'écrit simplement 
37**,8564. Quand un angle est exprimé dans l'un des systèmes, 
il est facile d'avoir son expression dans l'autre système. Quoi- 
que la nouvelle division de la circonférence ofTre de grands 
avantages en abrégeant les calculs^ l'ancienne est encore au- 
jourd'hui d'un usage géûéraL / 
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17. — Soient dans un plan une droite ou axe fixe X'X, et 

différents points A, B, C,.., (flg. 1 1). Si 
de ces points on abaisse des perpendi- 
culaires sur la droite X'X, les pieds 
A', B', C, .. de ces perpendiculaires 
sont les jyi'ojections des points A,B,C,... 
sur Taxe X'X. 

Cette définition s'étend au cas où les points A, B, C,... sont 
isitués d'une manière quelconque dans Tespace ; si de ces points 
^u mène des plans ou plus simplement des droites pei'pendicu- 
Jaires sur Taxe X'X, les pieds A', B', C',... de ces perpendi- 
culaires seront les projections des points A, B, G,... sur l'axe 
X'X. 

La droite AB a pour projection la portion A'B' de Taxe com- 
prise entre les projections de ses extrémités. 

19. — Considérons une ligne brisée ABGD£ (fig. 12} allant 

du point A au point £, la 
droite AE, qui va du point de 
départ A au point d'arrivée E, 
est ce qu'on appelle la résul- 
tante de la ligne brisée. 

Lorsqu'on pi*ojetle sur un 
axe X^X les côtés d*une ligne 
brisée, il convient de donner 
tles signes aux projections des différents côtés. Imaginons 
-qu'un mobile M parcoure la ligne brisée dans un sens con* 
venu, par exemple en allant du point A au point E. elproje- 
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tons ce mobile sur Taxe en M'. Le point M', projection du point 
M, se mouvra sur Taxe X'X, pendant que le mobile M décrira 
la ligne brisée. 

Tant que le mobile M reste sur l'un des côtés de la ligne bri- 
sée, il est évident quç le mobile M' marche sur Taxe dans le, 
même sens ; mais le sens du mouvement du point M' peut 
changer, quand le point M passe d'un côté à un autre. On con<» 
vient d'affecter du signe -|-les longueurs décrites par le point . 
M' dans un certain sens, par exemple dans le sens XC!L, et du 
signe — les longueurs parcourues en sens inverse. Ce sont 
ces longueurs, affectées chacune du signe convenable, qu'on 
appelle projections des côtés de la ligne brisée sur l'axe. 

Il est bon de remarquer que le signe de chaque projection 
dépend, premièrement, du sens suivant lequel le mobile M par- 
court la ligne brisée, <5e mobile pouvant aller de A en E, ou de 
E en A ; secondement, du sens suivant lequel on est convenu 
que doit marcher le mobile M' sur Taxe, pour que la projection 
soit positive ; cette direction sur l'axe est ce qu'on appelle la 
direction des projections positives. 

!•. — Théorème. La somme des projections des côtés d'une 
ligne brisée sur un axe quelconque est égale à la projection de 
sa résultante sur le même axe. 

Supposons, comme nous l'avons dit, qu'un mobile M suive la 
ligne brisée ABCDE, pour aller du point A au point E (fig. 1?), 
et soit X'X la direction choisie sur l'axe comme direction des 
projections positives. 

Prenons sm* l'axe vers la gauche un point K situé à une dis- 
tance arbitraire k du point A', maig assez grande pour que le 
mobile M' reste toujouraà sa droite, et proposons-nous d'évaluer 
à chaque instant la distance du mobile M' à ce point flbce K. 
Au moment du départ, le mobile M' est^ en A', à la dis- 
tance k du point K ; il parcourt ensuite sur l'axe diverses lon- 
gueurs A'B', B'C, CD', D'E', dans un sens ou dans l'autre. 
Quand le point M' parcourt une longueur de gauche à droite, 
il s'éloigne du point K et sa distance au point K augmente d'une 
quantité égale à cette longueur ; quand le point M' se meut de 

2 
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droite à gauche, il se rapproche au contraire du point K, et sa 
distance à ce point diminue d'une quantité égale à la longueur 
parcourue. Si donc on représente par a\ b\ c', d' les projec- 
tions des différents côtés de la ligne brisée, c'est-à-dire les lon- 
gueurs décrites sur l'axe par le point M'; affectées chacune du 
signe + ou du signe — , suivant que la longueur est parcourue 
de gauche à droite ou en sens contraire, la distance finale du 
mobile au point K sera exprimée par la formule 

Imaginons maintenant que le mobile M aille du point Â au 
point E par le chemin rectiligne ou la résultante ÂE ; si Ton 
désigne par l' la projection de cette résultante, d'après le rai- 
sonnement précédent, la distance finale du mobile M' au point 
K sera exprimée aussi par k -|- ^^ On aura donc 

k + a' + b' + & + d' =1 k + If ', 

si Ton retranche la quantité k de part et d'autre, il vient 

a'-^b' + û''{'d' = 1'. 

90. — Remarques. Si Ton considère différentes lignes brisées 
allant d*un point à un autre, la somme des projections des cô- 
tés de chacune de ces lignes est constante et égale à la projec- 
tion de leur résultante commune. 

Lorsqu'un mobile décrit une ligne polygonale fermée, le 
point d'arrivée coïncide avec le point de départ, et la droite 
qui joint ces deux points, ou la résultante, est nulle, ainsi que 
sa pixyection sur l'axe. Il en résulte que la somme des projec- 
tions des côtés di'une ligne polygonale fermée sur un axe quel- 
tonque est nulle. 

,« Supposons, par exemple, que le 

\ ^^"^^^'tMJ mobile, partant du point A, décrive 

\y^ <^ rjï la ligne fermée ABCDEA (fig. 1 3) , 

1 ! ! i pour revenir au point A; on aura 

r A' C B' D' ï 

Fig.tî. A'B'— B'C'-f-C'D'-iyE'-fIL'A'=:0, 

c'est-à-dire 
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91. — Après avoir établi 1» théorème général des projections, 
nous expliquerons comment on parvient à exprimer chaque 
projection avec son signe à Taide des fonctions circulaires. 

Nous nous servirons à cet effet d'une propriété des triangles 

rectangles, que nous démontrerons immédiatement : un côté 

de l'angle droit d'un triangle rectangle est égal à Htypoténuse 

multipliée par le cosinus de V angle compris. 

Soit ABC un triangle dans lequel Tangle A est droit. Du 

point B comme centre, avec BG pour rayon, 
décrivons un arc de cercle ; le rapport de la 
longueur BA au rayon BC est le cosinus 
de Tangle B ; on a donc 

Fig. 14. BA 

-3^==.cosB, 

ou 

BA = i^G X cos B. 

Le mobile M va du point A au point E en suivant, soit la 

ligne brisée ABCDE (flg. 15), 
soitlarésultante AE* Âppelon» 
a,6,c,d les longueurs des côtés 
de cette ligne brisée et dési- 
gnons par «, /3, 7, 8 les angles 
que font avec la direction X'X, 
choisie sur Taxe comme direc- 
Fig^ 15 tion des projections positives, 

les directions parcourues par le mobile M sur les côtés de la 
ligne brisée, et par > Tangle que fait avec cette même direc- 
tion X'X la résultante AE, dont la longueur est L 

Il est aisé de voir que, lorsque l'angle que fait avec la direc- 
tion X^X la direction suivie par le mobile M sur on côté est 
aigu, la projection de ce côté est positive, et qtïe, lorsque l'angle 
est obtus, la projection est négative. Ainsi, sur la figure, le 
côté AB fait avec la direction X'X un angle aigu et sa prqjec- 
tibn est positive, le côté BG fait un angle obtus et sa projection 
est négative. 

Considérons d'abord le premier côté, menons par le point 




i^.rfT.„__|B 
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A une parallèle ÂB à Taxe jusqu'à sa rencontre en B| avec le 
plan perpendiculaire BB^; dans le triangle rectangle BAB|, on a 

AB| = AB X cos« = a cos a ; 

la longueur A'B' étant égale à AB^ , on en déduit A'B' = a cos a ; 
ainsi la projection + A'B' du côté AB est exprimée par a cos «. 
Considérons maintenant le côté BC, dont la projection est 
— Wa, Une parallèle à Taxe, prolongée en sens |inverse de la 
direction positive X'X, rencontre le plan perpendiculaire GG 
en C^ ; dans le triangle rectangle BC^C, on a 

BC4 = BC X cos C|, ou BC| = b cos (tt — p). 

On en déduit 

— B'C'= — ôcos (tt — p) = fecosp. 

Ainsi la projection du second côté est exprimée avec son signe 
par fccosp. Les projections des deux autres côtés seront de 
môme exprimées avec leurs signes par c cos 7, d cos 8 et celle 
de la résultante par /cos \. 

Puisque la somme des projections des côtés de la ligne brisée 
est égale à la projection de la résultante, on aura 

a cos a -|- i cos ]3 -|- c cos 7 + d cos S = / cos \. 

99. — Remarque. On n*a considéré jusqu'à présent que 
des projections orthogonales j c'est-à-dire que l'on a'projeté au 
moyen de droites ou de plans perpendiculaires à l'axe; lors* 
que les points A, B, C,... sont dans un même plan avec l'axe, 
on pourrait les projeter au moyen de droites parallèles à une 
droite donnée ; lorsque les points sont situés d'une manière 
quelconque dans l'espace, on pourrait les projeter au moyen 
de plans parallèles à un plan donné. Si l'on adopte les mêmes 
conventions de signes, le théorème général s'étend évidem- 
ment aux projections obliques^ mais l'expression algébrique 
que nous en avons donnée ne s'applique qu'aux projections or- 
thogonales. 



CHAPITRE m. 



V*ormoles fondainentalest 



RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS CIRCULAIRES D*UN MÊME ARC. 

M9. — Nous avons défiai les six fonctions circulaires d'un 
même ai*c, savoir : le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
gente, la sécante et la cosécante. Ces six quantités ne sont pas 
indépendantes Tune de l'autre ; on peut prendre Tune d'elles à 
volonté, par exemple le sinus. Au sinus donné correspondent 
deux séries d'arcs aboutissant à deux points M et M' situés sur 

une parallèle au diamètre AA' (n® 12); 
ces arcs admettent deux cosinus 
égaux et de signes contraires, et 
aussi deux tangentes, deux sécantes 
et deux cotangentes égales et de 
signes contraires, mais une seule 
cosécante. Ainsi) quand on donne 
la valeur du sinus, chacune des 
^'^8' 16. cinq autres fonctions circulaires est 

déterminée, ou du moins admet une ou deux valeurs déter- 
minées ; on en conclut qu'il existe cinq relations distinctes 
entre les six fonctions circulaires d'un même arc. Nous allons 
chercher ces cinq relations. 

]t4. — Les valeurs absolues du sinus et du cosinus d*mi 
même arc x forment avec le rayon OM un triangle rectangle 
MOP, dans lequel on a 




MP + OP = OM ; 

le rayon étant pris pour unité et les signes -}- ou — disparais- 
sant dans l'élévation au carré, on a, dans tous les cas, 

(I) sin*â? + cos*a?= 1. 
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Il est bon de remarquer que, quand Tare varie de à —^ 

4 
l'angle MOP du triangle est plus petit que Tangle complémen- 
taire MOB, et par conséquent le sinus est plus petit que le 

cosinus; Tare variant de -7- à —, la wnus est plus grand que 

le cosinuS| Pour 07 = — , le sinus et le cosinus sont égaux, el, 
en vertu de la relation (1), on a 

Tî" TT 1 

sin -7- = cos — = — — - . 

9B. — Puisque l'extrémité de la sécante est placée sur la 
droite indéfinie TT', si Ton projette sur le diamètre A'A la lon- 
gueur absolue de la sécante, en adoptant la direction A'A pour 
celle des projections positives, on obtient le rayon OA. Il y a 
deuj cas à distinguer, suivant que la sécante est positive ou 
négative. Considérons d'abord un arc ayant sa sécante + OT 
positive et terminé par conséquent en un point M situé dans le 
premier ou le quatrième quadrant ; en projetant la longueur 

OT sur A' A, on a 

OT.cosAOT = OA=: 1. 

L'angle AOT ou AOM, qui entre dans cette formule, et qui, 

TT 

dans ce cas, est compris entre et -y- , a même cosinus que 

Tare X ; car, Tare x aboutissant au point M, on a ir=2Â;7r+AM. 
La formule précédente devient ainsi 

séc X . cos x= \. 
Considérons maintenant un arc ayant sa sécante — OT' 
négative et terminée par conséquent en un point M' situé dans 
le second ou le troisième quadrant ; en projetant la longueur 
OT' sur Taxe A'A, on a 

Or.cosAOT' = OA = l. 
L*angle AOT' étant supplémentaire de l'angle AOM', on a 

cos AOT' = — cos AOM' ; l'angle AOM', compris entre — - et 

2 

TT, ayant même cosinus que Tare or, on a cos AOT' :^ -^ cos d;^ 
et par suite 

— OT' . cos a? - 1 ; 
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mais, comme dans ce cas on a séc a? = — OT^ il vient 

séc a? . cos ar =: t . 

Cette relation subsiste donc dans tous les cas. On en d-éduit 
la formule générale 

(2) séc X = . 

cos a? 

)tO. — Si Ton projette la longueur absolue de la sécante, non 
plus sur Taxe À'A, mais sur Taxe perpendiculaire B'B, en 
adoptant la direction B'B pour celle des projections positives, 
on obtient la tangente avec le signe convenable. Il y a encore 
deux cas à distinguer, suivant que la sécante est positive ou 
négative. Considérons d'abord un arc ayant sa sécante -j- OT 
positive et terminé en M ; en projetant sur l'axe B'B, on a 

OT . cos BOT = tang œ. 

TT 

L'angle BOT ou BOM et Tare -^ œ ont même cosinus ; on 

a donc 

cos BOM = cos [-^ a? I = sin a?, 

et l'égalité précédente devient 

séc â? • sin 07 = tang x. 

Considérons maintenant un arc ayant- sa sécante — OT' 
négative et terminé en M' ; en projetant sur l'axe B^B, on a 

OT' . cos BOT' = tang x. 
L'angle BOT' étant supplémentaire de l'angle BOM' qui a même 

cosinus que l'arc -^ — a?, ou a 

cos BOT' = — cos BOM' = — cos 1-^ — a?| = — sin x^ 

et par suite 

— OT' . sin X = tang x. 
Mais, comme dans ce cas on a séc x = — OT', il vient 

séc X . sin â: == tang x. 
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Cette relation subsiste donc dans tous les cas. On en déduit, en 
remplaçant séc x par sa valeur donnée par l'équation (2), 

sin X 



(3) tang X = 



cos X 



jtir. — Des formules qui précèdent on déduit les deux sui- 
vantes. On a 

coséc X = séc 1-^ — x\ ; 

TT 

si dans la formule (2) on remplace x par -5-— a?, il vient 

1 sin X 



séc 



{i-¥ 



cos 
il en résulte 



a-') 



1 



(4) coséc X = 



sinj? 
On a aussi 



cot ar = tang (-^ x\\ 



si dans la formule (3) on remplace de même a? par -^ — a?, il 

vient 

, . sinf-r^— ar| 

/tt \ \ 2 / cosa? 

d'où il résulte que 

(5) cot a? = — : . 

' sm a? 

Telles sont les cinq relations qui existent entre les fonctions 
circulaires d'un même arc. En les combinant entre elles, on 
en déduit d'autres qui ren tirent dans les premières; nous ferons 
^marquer les suivantes : 

tang 07 X cot a? = I , 
1 + tang* X = séc* a?, 
1 -}- cot* ^ = coséc* x^ 

* 4._JL_=1. 



séc* X * coséc* X 



FORMULES FONDAMENTALES. 25 

t9. Au moyen des cinq relations que nous venons d'établir 
entre les six fonctions circulaires d'un même arc, on peut, 
connaissant l'une d'elles, trouver les cinq autres. Si, par 
exemple, on donne le sinus, comme nous l'avons supposé pré- 
cédemmenty on déterminera le cosinus par la formule 

cos ar = ± V 1 — sin* x ; 
connaissant le cosinus, on obtiendra les autres sans difficulté. 

Nous trouvons ici pour le cosinus detix valeurs ; il est facile 
de voir d'où elles proviennent : Tare x n'entrant pas lui-même 
dans le calcul, mais son sinus, il est clair que la formule doit 
s'appliquer indistinctement à tous les arcs qui admettent le 
sinus donné ; or ces arcs, comme nous l'avons expliqué ^^lus 
haut (n* 23, voy. fig. 16), ont deux cosinus égaux et de signes 
contraires. Si Ton considère l'un de ces arcs en particulier, on 
verra quel est le signe du cosinus, et la déteimination sera 
complète. 

On sait que le côté de l'hexagone régulier inscrit est égal au 

rayon ; Tare qu'il sous-tend est -— ; Tare moitié, ou -^ , a 

o 

donc pour sinus — . Le cosinus de cet ai*c étant positif, on a 



1 Stt 

Le nombre - ■- est aussi le sinus de l'arc supplémentaire -5-; 

Z o 

le cosinus de cet arc étant négatif, on a 

t9 . — On a souvent besoin de l'expression du sinus et du cosinus 

d'un arc» connaissant la tangente. De la relation (3) on déduit 

sin X = tang x . cos â?; 

en substituant dans la relation (1), on a 

(1 + tang* x) cos* a? = 1 : 
d'où 

1 

cos 5?== , 

± V 1 + tang* X 
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et par suite 

tangiP 
8inx = 



± V 1 -|- tang* X 

Les doubles valeurs s'expliquent comme précédemment. Les 
formules, ne renfermant que la tangente de l'arc a?, convien- 
nent à tous les arcs qui admettent la tangente donnée. Or on 
sait (n« il) qu'à une même tangente correspondent deux séries 
d'arcs aboutissant en deux points diamétralement opposés ; à 
ces deux séries d'arcs correspondent deux sinus et aussi deux 
cosinus, égaux et de signes contraires. Si l'on considère l'un de 
ces arcs en particulier, on verra quel est le signe du cosinus, 
et on mettra ce signe devant le radical ; on prendra le même 
signe dans la formule du sinus. 

ADDITION DES ARCS. 

9%. «— Le problème est le suivant : connaissant les fonctions 
circulaires de plusieurs arcs, trouver celles de leur somme. 1 
Nous commencerons par chercher le cosinus de la somme de i 
deux arcs, dont on connaît les sinus et les cosinus ; toutes les 
autres formules dépendent de celle-là. 

Désignons par a et & les deux arcs donnés. Prenons sur la 
circonférence, à partir du point A (fig. 17) et dans le sens indi- 
qué par le signe, un arc égal à a ; soit G 
l'extrémité do cet arc ; à partir du point G 
et dans le sens convenable, prenons de 
même un arc égal à h ; soit D l'extrémité 
de ce second arc ; l'arc a -\-b compté à par- 
tir du point A aboutit ainsi au point D, et 

Ion a o -}" ^ = 2*^ i AOD. A partir du 
point G, prenons dans le sens direct un arc 
GE égal à un quadrant ; le diamètre £E' sera perpendiculaire à 
GG'. Du point D abaissons une perpendiculaire DP sur le dia- 
mètre GG'; cette perpendiculaire, prise avec le signe + ou le si- 
gne — , suivant que le point D se trouve sur la demi -circonférence 
GEG', ou sur la demi-circonférence GE'G', est sin h\ la distance 
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OP du centre au pied du sinus, prise avec le signe + ou le signe 
— , suivant qu'elle est comptée sur OC ou sur OC, est cos b. 

Considérons la ligne brisée OPD et la résultante OD qui 
joint les deux extrémités de la ligne brisée. La somme des pro- 
jections des deux parties de la ligne brisée sur le diamètre A'A 
est égale à la projection de la ligne droite OD sur ce même dia- 
mètre. Nous prendrons la direction A'A comme celle des pro- 
jections positives. On obtient la projection de la droite OD avec 
son signe, en multipliant la longueur OD par le cosinus de 
l'angle AOD ; mais puisque l'arc a + ^j Q^i aboutit au point D, 
est égal à 2kn ± AOD, le cosinus de l'arc a -}- ^ est le même 
que celui de Tangle AOD ; la x)roJ6Ction de la droite OD a donc 
pour expression OD x cos (a + b) ou cos (a + 6), le rayon 
étant pris pour unité. \ 

Cherchons maintenant les projections des deux parties de la 
ligne brisée OPD. Considérons d'abord la première partie OP. 
Il y a deux cas à distinguer, suivant que la longueur OP est 
comptée sur OC ou sur OC'. Dans le premier cas (fig. 17), la 
projection de la longueur OP sur le diamètre A'A est égale à 
OP X cos AOC ; Tare a étant égal à 2k'it ± AOC, le cosinus 
de l'arc a est le même que celui de l'angle AOC, et la projec- 
tion de la longueur OP a pour expression OP X cos a ; mais, 
dans ce cas, on a cos 6 = -f~ ^^ f i'ezpresûoa précédente de- 
vient donc cos b cos a. Dans le second cas (fig. 18), la projec- 
tion de la longueur OP sur le diamètre 
A'A est égale à OP X cos AOC; l'angle 
AOC étant supplémentaire de AOC, on a 
cos AOC = — cos AOC = — cos a, et la 
projection de OP a pour expression 
— OPxcos a; mais, dans ce cas, cos 6 
F»«^- i8. est égal à — OP ; l'expression précédente 

devient donc coe * cos a. Ainsi, dans tous les cas, la projec- 
tion de la première partie OP de la ligne brisée est 

cos b cos a. 

Cherchons maintenant la projection de la seconde partie PD. 
11 y a encokré deux cas à distinguer, suivant que le point D est 
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sur la demi-circonférence CEC ou sur la demi-circonférence 
G'EG. Dans le premier cas (fig. 17), la direction PDa le même 
sens que le rayon OE, et la projection de la longueur PD est 

PD X cos AOE ; l'arc a + — , terminé au point E, est égal & 

ikn ± AOE ; son cosinus est le même que celui de l'angle AOE, 

et la projection de PD a pour expression PD x cos la + -0-); 

mais, dans ce cas, on a sin ô = + PI^j et l'expression pi*écé- 

dente devient sin 6 cos (a -| — ^j. Dans le second cas (fig. 18), 

la direction PD a le même sens que le rayon OE', et la projec- 
tion de PD a pour expression PD x cos AOE'; l'angle AOE' 
étant supplémentaire de AOE, on a 

cos AOE' = — cos AOE = — cos ( a -f- — |, 

et la projection de PD a pour expression 



— PD X cos 



(»+f) 



mais, dans ce cas, sin b est égal à — PD; l'expression précé- 
dente devient donc sin & cos la -^- — 1. Ainsi, dans tous les 
cas, la projection de la seconde partie PD est 



sin b cos 



(»+t)- 



Puisque la projection de la ligne droite OD est égale à la 
somme des projections des deux parties de la ligne brisée OPD, 
on a la relation 

cos (a -f- 6) = cos 6 cos a + sin ft cos l a -}- ~ ). 

Mais on sait (n* 9) que cos la + -|-) = — sin a ; on obtient 
ainsi la formule fondamentale 
(6) cos (a -|- 6) = cos a cos 6 -* sin a sin 6. 
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Si. — Cette formule est vraie, quelles que soient les valeurs 
des arcs a et 6, positifs ou négatifs. Si Ton y remplace b par 
— 6, elle devient 

cos (a — 6)= cos a cos { — b) — sin a sin { — b). 

Mais on sait que cos ( — b) = cos 6, et que sin ( — b) =— sin b 
(n** 8) ; on obtient ainsi la formule 

(7) cos {a — 6)= cos a cos fr + sin a sin 6, 
relative à la différence de deux arcs. 

S»." — Nous venons de trouver le cosinus de la somme ou de 
la différence de deux arcs ; on en déduit facilement le sinus. 
On a, en effet, 

sin (a + 6) = cos ( -^ — a\ — & 1 ; 

si on applique la formule (7), en remplaçant a par -^ — a» 
il vient 

cosl l-r o\ — b \= cos(-^ — ajcos6+sin|-^^ — al sin 6; 

mais cos|-^ — al = sin a, sin j-^-— ^) = cos a ; substituant, 
on obtient la formule 

(8) sin (a + &) = sin a cos 6 + sin è cos a, 

qui donne le sinus de la somme de deux arcs. 
Si Ton y remplace b par —6, «on a 



ou 



sin {a — è) = sin a cos (— b) + sin ( — b) cos a, 



(9) sin (a — 6) = sin a cos 6 — sin b cos a. 

Les quatre formules précédentes donnent le sinus et le cosi- 
nus de la somme ou de la différence de deux arcs, quand on 
connaît les sinus et les cosinus de ces deux arcs. 
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SS. — On peut déduire la taugente de la somme ou de la 
différence de deux ares, quand on connaît les tangentes de ces 
deux arcs. On a, en effet, 

sin(a + 6) 

tang(<»4-6)= ) — pyf, 

° ^ ' ' cos{a + ô) ' 

et si Ton remplace sin (a-|- &) eCcos.(tf-|**) par lettre râleurs 
tirées des formules (6) et (8), 

tang {a+b) = j-^—. r— r-. 

cos a cos b — sm a sin 

Divisons maintenant les deux termes de la fraction par le pro- 
duit cos a 00^6, il vienl 

sin a nab 

+ 



, , ,. cos a cos 6 
tang(a4-&)= 



. sm a sin b 
1 X 



cos a cos b 
et, par suite, 

/,A\ X / I i> tang a -|- tang ft 
(10) tang{a + &)=— — ■ ^—r-. 

Si l'on remplace b par — 6, et si Ton observe que 

tang ( — b) = — tang ft, 
cette formule devient 

tang a — tang b 



(11) tang (a — 6) = 



1 + tang a taug b 



S4. — Une fois trouvées les formules relatives à Fadditiori 
de deux arcs, il est facile de les étendre à un nombre d'arcs 
quelconque. 

Si dans les formules (6) et (8)t on remplace b par 6 + c, on a 
d'abord 

cos (a + & + <?) = cos a cos (6 + c) — sin a sin (6 + ^)i 
sin (a + 6 -j- c) ^ sin a cos (6 -f- ^) + cos a sin (6 -[" ^j î 

si l'on remplace ensuite cos (6+ c) et sin (6 + c) par leurs va- 
leurs, il vient 

eos (â^ + ô + c) = cos acosftcosc — cosasinfrsinc 

— cos 2^ sin c sin a — sin c sin a sin by 
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sin (a -\-b -{-€)= — sin a sia 6 sin c -)- sin a cos b cos c 

-f-sinfrcosccosa-j-siaccosacos b. 

On développerait de la même manière cos (a 4- ^ -h ^ 4~ ^ ^^ 
sin [a-\-b'\-C'\'d)^ enmettant c-j-^^l^pl^cede c, et ainsi 
de suite de proche en proche. 

MULTIPUGATION DES ARCS. 

S&. — Étant données les fonctions circulaires d'an arc, il 
s'agit de trouver celles des arcs multiples. C'est un cas parti- 
culier de l'addition, celui où les arcs que Ton ajoute sont égaux 
entre eux. 

Si dans les formules (6) et (8) on remplace b par a» on a 

(12) cos 2a = cos* a — sin' a, 

(13) sin 2a = 2 sin a cos a. 

La formule (10) donne de la même manière 

. « 2 tang a 

Si, dans les mêmes formules, on fait 6 = 2a, et si l'on rem- 
place cos 2a et sin 2a par les valeurs que nous venons de 
trouver, il vient 

cos 3a = cos* a — 3 sin* a cos a = 4 cos* a — 3 cos a, 
sin 3a = 3 sin a cos* a — sin* a = 3 sin a — 4 sin* a. 

On obtiendrait de même cos 4a et sin 4a, en faisant b = 3a, 
et remplaçant cos 3a et sin 3a par leurs valeurs, et ainsi de 
suite indéfiniment. Mais on peut calculer séparément les sinus 
et les cosinus, en suivant une rè^le uniforme très-simple. 



L — Considérons une série d'arcs en progression arithmé- 
tique ; la raison étant &, trois termes consécutifs quelconques 
pourront êti*e représentés par a — &, a, a-f-^» 

En ajoutant membre à membre les relations (6) et (7), (8) 
et (9), on a 

cos(a-f-6) + cos(a — t) =:2co8acosft, v, 

sin (a -j- 6) 4" siû (a — è) = 2 sin a cos 6 ; i h, 
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d'Où Ton déduit 

cos (a + 6) = 2 cos a cos b — cos (a — b) 
sin (a -j- J) = 2 sin a co8 6 — siri (a — b). 

On voit par là que Von obtiendra le cosinus d'un terme quel- 
conque a + b de la progression en multipliant le cosinus du 
terme précédent a par 2 cos b, c'est-à-dire par deux fois le 
cosinus de la raison, et retranchant du produit le cosinus du 
terme antéprécédent a — b. 

Il en est de même pour les sinus : on obtiendra le sinus d'un 
terme quelconque de la progression, en multipliant le sinus du 
terme précédent par deux fois le cosinus de la raison et re- 
tranchant du produit le sinus du terme antéprécédent. 

Prenons en particulier la progression arithmétique 



0, a, 2a, 3a, 4a, 



En appliquant la règle précédente au calcul des cosinus, nous 
trouverons successivement 

cos 2a = 2 cos* a — 1 , 

cos 3a = 4 cos* a — 3 cos a, 

cos 4a = 8 cos* a — 8 cos* a + 1 , 

cos 5a = 16 cos' a — 20 cos'^ a + 5 cos a, 



La même règle donne pourries sinus, si Ton a soin de rem- 
placer le facteur cos* a par 1 — sin* a, 

sin 2a = 2 sin a cos a, 

sin 3a = 3 sin a — 4 sin* a, 

sin 4a = (4 sin a — 8 sin* a) cos a, 

sin 5a = 5 sin a — 20 sin* a + 16 sin** a, 



DIVISION DES ARCS. 



n. — C'est la question inverse de la précédente: étant 
donnée une fonction circulaire d'un arc, il s'agit de trouver 
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celles d'un arc gui est une partie aliquote du premier. Comme 
cette question conduit en général à des équations d'im degré 
supérieur au second, nous nous bornerons pour le moment au 
cas où Ton divise l'arc en deux parties égales. 
Supposons d'abord que Ton donne cos a, et que l'on demande 

le sinus et le cosinus de Tare moitié — • Si dans la rela-' 

d 
tion (i) on remplace œ par — et dans la relation (12) a par 

— 9 on a les deux équations 



cos 



t 



a 



a 
T 



sin*-r-= cos a, 



qui, combinées par addition et soustraction, donnent 



(15) sin 



inf=±)/i 



— cosa 



cos 



f=±i/- 



+cosa 



Il est facile d'expliquer pourquoi on trouve ainsi pour 

sin — et cos -5- deux valeurségales et de signes contraires. Dans 

les calculs l'arc a n'entrant que par son cosinus, les formules 
se rapportent à tous les arcs qui admettent le cosinus donné. 
Soit OP (fig. 19) ce cosinus ; dans les formules la lettre a 

désigne indistinctement tous les arcs qui 
admettent le cosinus OP , c'est-à-dire 
tous les arcs qui aboutissent à l'un des 
]a deux points M et M', situés sur une même 
perpendiculaire au diamètre AA'. Il faut 
prendre la moitié de tous ces arcs; prenons 
Fig. 19. d'abord la moitié AN de l'arc AM ; à l'arc 

AM on ajoute une, deux,.... circonférences ; à la moitié AN il 
faut ajouter une première demi -circonférence, puis une se- 
conde...., ce qui transporte le mobile d'abord en N4 au point 
diamétralement opposé, le ramène en N, le conduit de nouveau 
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en Nf, etc. Si de Tare AM on retranche une, eletix,.... ctrcon*- 
f&rexiees, il iaut reliancheir de AN une, deccr,.... demi-ctrcon- 
f^nees» ce qui fut passer SQOceseÎTeiiiettt psr lesr mAmes pohit9 
N| et N, mais en tCMnmant en sens imrene. Ainsi les maitiés de 
tous les arcs gui abootissent en M forment dettz séries dl&rcs 
aboutissant^ les uns en N^ les autres en N|. Qaprexidia daméme 
la moitié — AN' de^Farc — AM', et, à partir du point N', on 
portera ua nombre quiconque de deaî-CDtooaféreaoes en 
tournant dans un sens ou dans l'autre, ce qui donne deux 
nouvelles séries d'arcs aboutissant, les nns en N*, les autre» 
en N'^. D'après la disposition des quatre points N, N|, N', N'i 
sur la circonférence, on voit que les ascs terminés en ces 
points ont deux cosinus égaux et de signes contraires, et aussi 
deux sinus égaux et de signes contraires. 
Si Ton donnait non-seulement cos a, mais l'arc a lui-même, 

d'après la grandeur de — on verrait quel est le signe de sîn — 

et celui de cos -0- 1 et alors il n'y aurait pîns d'indétenauaatiûn 
dans les formules (15). 

S9. — Supposons maintenant que Ton donne sin a, et que Ton 
. demancfe le sinus et le cosinus de Tare moitié. Les relafiong (f) 
et (IS) donnent 

sin* -X- + CQa*-^=; 1, 2 aua— eoa.-^=: sin a; 
d'où, par addition et aouateactionj^ 

(«iŒi-^4- co^-â-J =t-H»iïa, (sîn ^— cos y) =f — sin(», 
sîn y -fcos — =±r \^l+sîn ût, sîn y" cob j =± v/i— sina, 
i sîn -^= ±— V î + sin a ±— V 1 -- sîn a, 

(f6) ( ^ : : 

r ^*-f=±"2 Yl+smaqp-^ Vf — sina. 
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Comme les sîgne& des deux radicaux sont indépendants l'un 
de l'autre, ces formules donnent (jnatre valenrg égale» deux 
à deux et de signes cofttraire». Il en devait être ainsi ; Tare a 

B'eslnint que par son simi», le» fonnules 
se rapportent â tous les arcs qui admettent 
le sinus dosné ; au sinus donné correspon- 
1^ dent deux série» d'aies aboutissant en deux 
points M et M' placés sur une parallèle au 
diamètre AA' (ûg. 20) v Ias moitiés des arcs 
Fig. 20. terminés en M forment deux séries d'arcs 

aboutissant à dem fmadM diamôtmleoient efpptmtk N et N^ v les 
moitiés des ares leminé» en M' forment âe même deux sènes; 
d'arcs abouliaaaai à deux point» diamétralement opfioaôa N^ 
et N'|. On a donc quatre sinus égaux deux k deux et de signes 
contraires, et aussi quatre cosinus égaux deux à deux et de 
signes contraires. 

Si Ton appelle a l'un des arcs terminés en M, tt — a dési- 
gn^a Tun des arcs terminés en M' ; les moitiés de ces arcs 

sont -5- et — — "sr t et Von ¥Qit que le sinus de l'un est égal 

an cosinus de Fantre. On en conclut que tes quatre valeurs de 

sin-^ s^Moit le» mème& qna les quatre valeurs de cos — ,^ 

08 que montrent d'aitlenrs les* formtd^. 

Si Ton dbnne, non-seulemene sin a, mais Taire a lui-même^ 
il faudra duoisir entre ces qnaitre valears. S*api*èg la grandeur 

diB raoo a, oaiperra qj^eàs soailea 8i|i;aes de sin — et de cos — , 

et en outre Eaqueffe de eee deux quantHéb" est la plus* grande 
en valeur absohie, ce quf permetera de éhHeratûier le» signée 
de leur somme et de leur difRrence ; es eennaf 8m aienri le rigne 
dont chaque radical doit Ato aftfctd. 

Onsait,par.exrai]dâ^que.sia— est égal à -^ etroademanda 

sin -r^ et cos -r^ .. Les deux inconnues étant toutes deux posi- 
ttieai ei 1a pieDiièie pfaiB petite: qoe; ia nttc^ 
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•^IF + ^l? 



2 |/ 2 ' 




nn 
et par suite 



""ir= 



C08 ^ 

12 



v'e — \T 



V^ + \'2 



— Supposons enfia que l'on donne tang a et que Ton 
demande la tangente de l'arc moitié. Si dans la relation (14), 



a 



on remplace a par —, et si Ton chasse le dénominateur, on 
obtient l'équation du second degré 



(17) 



tang* -5-+- 

° 2 tang a 



tang 



a 



1=0. 



L'arc a n'entrant dans lequation que 
par sa tangente, la lettre a désigne indis- 
tinctement tous les arcs qui admettent la 
tangente donnée. Or, à une tangente 
donnée correspondent deux séries d'arcs 
aboutissant en deux points M et M' (fig. 21) 
diamétralement opposés. Prenons la moitié 
AN de l'arc AM. Si à Tare AM on ajoute 
une demi- circonférence , ce qui conduit 
au point M', il faudra à Tare moitié AN 
ajouter un quadrant NN^ ; si à l'arc AM' on 
ajoute une nouvellç demi-circonférence y 
ce qui ramène au point M, il faudra à l'arc moitié AN^ ajouter 
un nouveau quadrant N^Nj ; si Ton ajoute encore à l'arc lui- 
môme une, deux,.... demi-circonférences, il faudra à Tare 
moitié ajouter un troisième quadrant N^Nj, puis un quatrième 
NjN, ce qui ramène au point N, et ainsi de suite. Les arcs 
moitiés forment donc quatre séries d'arcs aboutissant aux 
sommets d*un carré NN1N2N3 inscrit dans le cercle. Les deux 
Bôries d'ai'cs qui aboutissent aux deux points diamétralement 




Pig. 21. 
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opposés N et N2 admettent même tangente AS; les deux séries 
d'arcs qui aboutissent aux deux points diamétralement opposés 

N| et N3 admettent aussi même tangente — ÂS^ L'inconnue de 

n 
ia question, c'est-à-dire tang— , a donc deux valeurs + AS et 

— AS' de signes contraires. Voilà pourquoi on est arrivé à 
une équation du second degré (17), qui a toujours ses racines 
réelles. 

On remarque sur Téquation que le produit des deux racines 
est égal à — 1, ce qu'on peut voir aussi sur la figure. En effet 
les diagonales NNj, N1N3 du carré étant perpendiculaires 
entre elles, le triangle SOS' est rectangle, et l'on a 

ASXAS' = ÔÂ' = 1, 
et par suite le produit des racines est égal à — 1 , 

FORMULES SERVANT A LA TRANSFORMATION DES SOMMES 
OU DES DIFFÉRENCES EN PRODUITS. 

40. — En ajoutant ou retranchant membre à membre les 
relations (8) et (9), et de même les relations (6) et (7), on ob- 
tient les relations 

sin (« + *) + sin (a — • 6) = 2 sin a cos 6, 

. sin (a + ft) — sin (a — ft) = 2 cos a sin 6, 

^ ' ^ cos (a -j- 6) -}- cos (a — ft) = 2 cos a cos 6, 

cos (a — h) — cos (a + *) =-2 sin a sin 6. 

Si l'on pose ensuite a-}-&=P> o, — ft = ?, 
d'où « = ^, 6=^. 

ces relations deviennent 

sin p + sm î = 2 sm ' cos "^ 



(19) 



tp — q 
sin p — sin g = 2 sin ^ cos 

cos p + cos 5 = 2 cos ^ ' ^ cos 

cosç — cosp = 2 sin -^-— jr-2- sin 



2 
p + ? 


2 
j> — q 


2 
p — q 
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Ces formules, gui traitsfotineTit en piodaite les sommes et 
les dilTôrences, sont d'im emploi tm-fréquent dans les calculs 
logaiilhmiqiies. 

On a quelquefois Jbesoiu cepeiidani de transformer en somme 
ou en dilTcrence le produit de deux sinus ou de deux cosinus. 
On se servira pour cela des deux dernières des équations (18} 
que l'on écrira 

r^ co^(a + b)+cos{a — b) 

cos a cos o := ' ■ ' , 

^ . . . cos (a — A) — cOB(a4-*) 
«ma smft= ^ ^ ^ ^ . 

4t. — Voici quelques autres traustormations de sommes ou de difTé* 
renées en produiiA. 

/iv* _u* I. sina . sin6 sin(a±6) 

(l) tang ai: tacig b= zt r-= i «i-, 

^ ' ^ ^^ oosti «osé t?osacos6 ' . 






O a+b a — b 

2 cos -4— cos -rr- 



cosa cos b cos a cos b cos a cos b 

M M . 2«tt— r— «m— ~- 
(Z)séca-sécb=-^ !_=i2!È=£2!«= 2 2 

0OS« CM9 COBAOesé €06 A COS 6 



(6) l+8ina = l+co8[^-a]=2«os»[-l-|.], 

(7) l-8infl=l-co»[-|--o] = 29in>£-J-|-3 



(âjsina— cosb=siiia — sltd 



; 



1/ 



(8)- ' •-««* 



cosa 




<»' \/^E-=y 



(i-i) 



FOaMULiSS fONDAUfiNTALES. 4)9 

_u • V^ sîn 1 -f- dt a) 
14 AN 4-»-* ^ 4_4_ sma cosa±:siaa ^ \4 / 
(10) l±taiigtf=l± = = i L. 

cos « eos a ces a 

« 

4B. — Où rencontre quelquefois l'expression 

sin a + sin & -f- sin c, 
dans laqueUe la somme des trois angles a, 6,^ est égale à tt. On a d'abord 

sm 6 4" sm c = 2 sm — ^ — cos — ^ — ; 
de la relation a+b + c=: ir, on déduit a = w — (6 + c), d'où 

sm a = sm (6 + r) = î sm — ^ — cos — ^ — ; 
i'expv^ssioD pni{>06ée d«^ent ainsi 

2Bm ^ fcos — ^ J- cos— g-^K 

et, si Ton taurafome la pvrentiièse, 

. . b-A-t b € 
4 sm — -J — cos -sr cos -s- • 

Puisqu'on a — ^ — = -^ — , et, par suite, sm ■ ^ ■ = cos -^, 

il vient enfin 

tl!) 8intt4-Bïnft +wn€ = 4cos-^c<»-^cos-5- * 

Un calcul aiuUague donae 

(12) sina + sin 6 — sin c = 4 sin -^ sin -^- cos -^ 

Proposons-nous encore de transformer l'expression 

a , h , c 

cot -^ + cot -^ + cot -^^- , 

dans laquelle la somme de trois angles a, b, c est toujours supposée 
égale à TT. On a 

à c . b-^-e a 

COS-Tï- COS-g- Bin-~ tOS-rr- 

^b . ^ c 2 , 2 2 2 

2' 2 .6^,^ . b . c . b . c 



b 



cos :^ cos ^ cos J sm ^ +sin ^ sin J 



eot^j+cot^ + eot-^: — + -^— ^=. , a . b ,c 
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si l'on observe que 

a b+c b e . b , c 

sm-5-=co8 — ^ — = cos-s-cos-^— sm-^sin-^, 

b c 
la parenthèse se réduit à cos ~ cos -^ ^ on en conclut 

0, b c abc 

(13) 001-^+ cot-^+ C0t-^= COty cot yCOt— . 



VALEURS NUMÉRIQUES D'UN CERTAIN NOMBRE DE SINUS 

ET DE COSINUS. 

48. — Nous avons i*emarqué déjà que le sinus d'un arc est 
la moitié de la corde qui sous-tend Tare double. En géométrie 
élémentaire, on apprend à inscrire dans un cercle les poly- 
gones réguliers de trois, quatre, cinq et quinze côtés ; en divi- 
sant les arcs en deux parties égales plusieurs fois successive- 
ment, on en déduit les polygones réguliers dont le nombre des 
côtés est exprimé par Tune des formules 

2"*, 2"X3, 2"'X5, 2"*X3X5. 

A chacun de ces polygones correspond un sinus, et par suite 
un cosinus, que Ton sait déterminer. 
Considérons d'abord le carré inscrit ; le côté du carré étant 

égal à V 2 y on a 

8m-^ = cos- = -^. 

A l'aide des formules qui servent à la division par 2 (n~ 37 
et 38), on en déduira par des extractions de racines carrées, 

sin 4- 1 cos -^ , sin -tt- >cos -r^ , etc., et, en général, sin -^ 
8 8 ^16 ib 2 

ces — , n étant un nombre entier quelconque. En appliquant 

2" 
les formules du n* 37, on aura en particulier 

. TT \l 2 — \IT TT \/2-fv/y 
sm — :=^'^ ^— , cos — =-^^ • — . 

8 2 ' 8 2 * 
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41 






_ V 2— \/2 + VT 
2 



«• _V 2+\/24-v/2 



' C08-jg-= 2 



Les formules établies pour la multiplication donneront en- 
suite les sinus et les cosinus des arcs multiples des précédents, 



mn 



c'est-à-dire des arcs compris dans la formule — ^ ,dans laquelle 

m désigne aussi un nombre entier quelconque. 

Le second polygone de la deuxième série est l'hexagone ré- 
gulier, dont le côté est égal au rayon. On en déduit, comme 
nous l'avons déjà dit (n** 28), 



. TT 1 



cos- = — 



Le premier polygone de cette série est le triangle équilatéral 
dont le côté est égal à V"3"; on a donc 






ir 1 

C08-3- = ^; 



ces formules sont des conséquences des précédentes, puisque 
les arcs -rr et -^ soat complémentaires. La division par 2, et 

o 

ensuite la multiplication, donnent les sinus et les cosinus de 

tous les arcs compris dans la formule — -— • 

3.2" 

44. — Le second polygone de la troisième série est le déca- 
gone régulier inscrit. Nous rappellerons d'abord comment on 
obtient le côté de ce polygone. Soit ABCDEFGHIK (fig. 22) 

un décagone régulier inscrit dans le cer- 
cle ; joignons AD, l'angle inscrit ABG a 
pour mesure la moitié de l'arc AG com- 
pris entre ses côtés, c'est-à-dire deux di- 
.visions de la circonférence ; l'angle AMB, 
qui a son sommet M à l'intérieur du cer- 
cle, a pour mesure la moitié de la somme 
des arcs AB et DG compris entre ses cô- 
tés, c'est-à-dire encore deux divisions de la'circonférence ; ces 
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deux angles étant égaux, le triangle ÂBM estisoscële, et les 
deux côtés AB et AM sont égaux. Le triangle OMA est aussi 
isoscèle ; car Tangle inscrit DAF, ayant pour mesure la moitié 
de l'arc DF, c'est-à-dire une division, est égal à l'angle au 
centre AOB, qui a même mesure ; les deux côtés AM et OM, 
opposés à ces angles ^ux, scmt égaux. Ainsi, Je ootè ABdu 
décagone régulier est égal à AM et par suite à OM. Nous remar- 
quons actuellement que la droite AD est bissectrice de Fangle 
OAB ; car les deux angles inscrits BAD, DAF, ayant pour me- 
sure les moitiés des arcs égaux BD, DF, sont égaux ; or, on sait 
que la bissectrice AM de Tangle A d'un triangle OAB divise le 
côté opposé OB en deux parties OM, MB proportionnelles aux 
deux côtés adjacents OA, AB ; on a donc les rapports égaux 

OA_ OM 

AB ■" MB ' 

si Ton remplace le rayon OA par OB, et la longueur AB par 
son égale OM, il vient 

OB _ OM 

OM T"MB ' 

d'où QM' = OBxMa 

Ceci nous apprend que le côté AB du décagone régulier est 
égal au plus grand segment OM du rayon partagé en moyenne 
et extrême raison. 
Si Ton appelle r le rayon, et œ le segment OM, on a l'équation 

ou 

(1) ««-fw — H=0. 

Cette équatiba du tBoond degré a abs •dfMix racines réelles et de 
«ignés ONitnûreB ; la ractae positimei, que nous désignerons par 
w'^ daoae le côté du décagona zi^iulier oûavexe 

af . 

Tl exî^e Tin autre décagone régulier. Si l'on joint les 
commets du décagone TéguKer convexe de trois ea trois, on 
passera par tous les points de division avant de revenir au 
point de départ, et Ton formera ainsi -une Bgure régulière 
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A3 



ADGKCP'{BK:1 <Bg. 23} à laquelle on a donné le nom de déca- 
gone étoile, La droite AD (flig. 22) est Je 
côté du décagone étoile; l'angle BOD qui 
a pour mesure! arc BD, c'est-à-dire deux 
divisions de la circonférence, étant égal 
îi l'angle OMD qui a même mesure, le 
triangle OMD ^t isoscèie et le côté DM 
est égal à OD ; ainsi, le côté AD du dé- 
ctgoue étailé est ôgal au côté AM du dé- 




ap^.=r 4fl/'-|- r 



c — p 

Fig. 23. 

cagone convexe, plus le rayon DM. Si donc on appelle af le 
côié du àécàgoaQ éUÀié^ <h\ a 

_ r {)/T+ l) 

. 2—. 

On ea déâoûta/ «^4^:=:—- r-, la eoamm «des ndcnes de Véqixà" 
tion (1) étant égale à — r, il en résulte que la seconde racine 
est égale à — cf. Ainsi, les côtés des deux décagones réguliers 
sont les valeurs absokieB des racines de Têquation^l). 
Il existe aussi deux pentagones réguliers, le pentagone con- 

^xe, que Ton obtient en joignant de deux 
«a deu les «miii^tt da décagone con- 
'vcse, €itlie peatet^oae élovC^ que Ton cb- 
lieiit €n joignant de den en deeix les 
sommets du pentagone convexe, ou de 
quatre en quaire les sommets du déca- 
gone convexe <flg. 24), Si Ton revient à 
la fi^re 22, on voit que la droite DF est 
le côté du pentagene convexe, BF celui du pentagone étoile. 
Dans les trianglee rectan^s ADF, ABF, <m a 

DfS= AF —AD = 4r« ^ j — ^s" H =~^ 4 




= AF'— AB=:4»«— j 



BF 

on en déduit 



r iih — i) 



2 



]=^ 



(l0+2v/5) 
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Si Ton prend le rayon pour unité, le côté du décagone con- 
vexe donne 

le côté du décagone étoile donne pareillement 

Sm-j^ = C08y=— g!— , cos-j^=8my=jVlO— 2V5. 

Le pentagone convexe reproduit sin -^ et le pentagone étoile 

gin ou cos -TT- . En divisant par deux plusieurs fois de 

suite et multipliant ensuite par m, on en déduira les sinus et 

les cosinus de tous les arcs compris dans la formule — • 

5.2 

Au moyen de l'hexagone régulier et du décagone régulier, 
on peut construire le pentédécagone régulier ; car on a 

Ts" 6" IF' 
pour avoir l'arc du pentédécagone, il suffit donc de retrancher 
de l'arc de Fhexagone celui du décagone. Il est facile de trou« 
ver le sinus et le cosinus correspondant : on a, en effet, 



_____sin — , 



cos-^ = C08(-^ - JL)= cos-J cos -^ + sin-l sin-^, 

et, si l'on remplace sin -^ , cos -^ , sin — , cos — par lem-s 
valeurs, 

A l'aide de ce sinus et du cosinus, on pourra déterminer les 
sinus et les cosinus de tous les arcs compris H ^ n s la formule 
mit 

3.5.2" * 



CHAPITRE IV. 

Tables des fonctions circulaires^ 



45. — On reconnaît aisément qu'une fonction circulaire de 
ar, par exemple sin a?, et Tare x lui-même ne peuvent être liés 
par une équation algébilque entière s*appliquant à toutes les 
valeurs de la variable x. Car, si les quantités œ et sin x satis- 
faisaient à une équation algébrique entière du degré m par 
rapport à a?, à chaque valeur de sin x correspondraient les m 
racines de l'équation, et par conséquent m valeurs de œ ; mais 
on sait qu'à chaque valeur de sin x correspondent une infinité 
de valeurs de x. On démontre aussi qu'une pareille relation est 
impossible, même pour les valeurs de la variable x comprises 
entre certaines limites ; ainsi les fonctions circulaires sont des 
fonctions transcendantes de l'arc, et il est impossible de calcu- 
ler leurs valeurs pour des valeurs quelconques de la variable 
par un nombre limité d'opérations élémentaires. Il est donc 
nécessaire de construire des tables analogues à celles des loga- 
rithmes, tables qui renferment les valeurs que prend la fonc- 
tion pour des valeurs de la variable x convenablement choisies. 
Lorsqu'on donnera à la variable une valeur qui ne se trouve 
pas dans la table, on considérera les deux valeurs consécutives 
qui la comprennent et on interpolera comme pour les loga- 
rithmes, c'est-à-dire que, dans l'intervalle, on supposera les^ 
variations de la fonction proportionnelles à celles de la va- 
riable. 

Dans la construction des tables, on regarde l'arc comme la 
variable indépendante, et on lui donne une série de valeurs^ 

en progression arithmétique depuis à — . Il est inutile de 

prolonger la table au delà; car, d'après les formules des n" 7,. 
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8 et 9, on ramène facilement Tare entre les limites et — . Si 
Ton construit simultanément une table de sinus et une lablo 

mm 

de cosinus, on peut s'arrêter à — - ; car le sinus d'un arc plus 



TT 

grand que — est égal au cosinus de l'arc complémentaire, qui 

TT 

est plus petit que -7- . Il en est de même des tangentes et co- 

4 

tangentes, sécantes et cosécantes* 

PRINCIPES SERVANT A lA CONSTRUCTION DES TABLES. 

AS. — Nous remarquons d'abord que deOà — ^ tare est 

plus grcmâ qvegcn smms et j^uê pelUgm sakmsenU. 

Soit AM (flg, 25), un arc plus petit que -5- ; prêtions Tskrc 

AW égal^ÂM, eLpar les points M et M' 
menûn& les tangentes MX el M'T. L'arc 
WkW eal pbas giand que la corde MiM' et 
plus petit qoe la kgae brisée envelop- 
pante MTM.'* Si Tou prend la moitié de 
€8ft trois kND^eufs, oa veil que l'arc AM 
^>8^ ^ est plus graod que^ soa sious MP et plus 

petit que sa tngoite MT« 

En désignant par a un arc quelconque moxndfre que -7 » on 

a donc 

tang a > a > sin a. 

En divisant œs trois quantités par. le. oombse positif sin a il 

vient 

la 
t > — — > 1- 

coB a sia a ' ^ 

on eai déduit 

^ sin a ^ , 

cosa^< < i. 



Ainsi, k lajipttrt du sinus k l'arc est CQsasri& eotre l'vuité elle 
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cosinus. Si l'arc est très-petit^ k oosiniift différant très-peo da 
Tunité, le rapport différera lui-même très-peu de l'unité. Sup- 
posons maintenant que Tare a diminue de plus en plus et tende 

• 

vers zéro ; cos a tendant vers Tunité, le rapport , qui est 

compris entre cos a et l'unité, tendra lui-même vers l'unité. 
Ou en conclut que le rapport Uu sinus à l'arc a poui Umitê 
Vunité^ quand l'arc diminue jusqu'à zéro. 

m 

49. — Le rafgori différant tcèa-peu de Timitéj quand 

l'arc a est très-petit, on peot 

sina 



= l-t, 



a 
4 désignant une fra^rtion fiès-petîte. On en déduit 

Ainsi, la différence qui existe entre le sinus d'un arc très- 
petit et Tare lui-même est une fraction trèsrpetîte de Tare ; en 
d'autres termes, quand on prend pour le sinus d'un arc très- 
petit rarclui-méme, on commet une erreur fv/olfr^ Irès-peële. 
Nous nous proposons d'évaluer cette erreur. 

Si dans la relation 

sm a = 2 sm --- cos -:r = 2 tang -^ cos* -=-• , 

2 2 2 2 



on remplace tang-^r- par une quantité plus petite -5-, on di- 
minue le second membre et Ton a 

8ma>2-^cos*y , 

on 

sin (r> « ff — sîn» — j. 

a 
Si, dans cette dernière inégalité, on remplace sin — par 

une quantité plus grande -çt- , ce qui dimihue encore le second 
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membre, on a, à plus forte raison, 

sin 



dn a > a |l — -j-L 



a* 



ou 

sin a > a — . , 

on en déduit 

a» 
a — sin a < -r— . 

4 

Ainsi la différence du sinus à l'arc est moindre que le quart 
du cube de Pa/ix, et Ton a les inégalités 

a* 

a T- < sm a < a. 

4 

Quand on prend pour le sinus d'un arc très-petit Tare lui- 
même, Terreur absolue est moindre que -r- , et l'erreur rela- 
tive moindre que 



4L8. — Le cosinus d'un arc très-petit diffère très-peu de 
l'unité ; évaluons cette différence. Si dans la relation 

cos a = cos* -^ — sin* — = 1 — 2 sin* -^ , 

on remplace sin -^ par la quantité plus grande -^ , on dimi- 
nue le second membre et Ton a 

cos a> 1 ^. 

a* 

Ainsi cos a est compris entre l'unité et 1 ^ . Quand on 

prend l'unité pour valeur approchée du cosinus d'un arc très- 

a* 
petit, on commet une erreur moindre que —^ . Mais quand on 

a* 
prend 1 ^ pour valeur approchée du cosinus, on commet 

/W * .... 

une erreur beaucoup plus petite. 



TABLES DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 4? 



a» 



En effet, puisqu'on a sin a > a — , on en déduit, en 



a , a ^ a a^ 



remplaçant a par —, sin -9- > -9 ôô" î si| dans la relation 

cosa=l — 2 8in*— , 

on met à la place de sin — la quantité plus petite -^ 59- 1 

on augmente le second membre et Ton a 

a* a* a^ 

co8a<l— 2-+-jg— ^-jgj. 

En supprimant le dernier terme qui est négatif, on a, à plus 
forte raison, 

^ , a* , a* 

cos a <1 i • 

^ 2 ^ 16 ► 

On en déduit les inégalités 

u^ a* , a^ 

^1 -< cos tï <■ 1 — : 

2 2 ~ 16 • 



a» 



ainsi, quand on prend la quantité trop petite 1 ^ pour 

valeur approchée du cosinus, on commet une erreur moindre 

a* 
que ^. 

CONSTRUCTION DBS TABLBS. 

' ê9. — Supposons qu'on veuille calculer les sinus et les cosi- 
nus des arcs de 10 secondes en 10 secondes, de zéro à 90 
degi-és dans l'ancienne division. Il faut d'abord trouver la 
valeur de sin W^ et celle de cos 10" avec une certaine approxi- 
mation. 

La différence du sinus de l'arc très-petit de 10'"' à l'arc 
lui-même étant une quantité relativement très-petite, nous 
prendrons la longueur de l'arc de 10" pour valeur approchée 
de sin 10" ; l'erreur commise, comme nous l'avons dit, sera 

4 
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iuoiodj-e que le quart du cube de l'arc. Évaluons d'abord cette 

erreur. 

lia demi-circonféraoce contenait 64800 fois l'arc de 10", la 
longueur de l'arc de tO^ que nous désignerons par > est 



'Un .prenuit yonr * la valeur tes; igrande 3, 2 oa « 
'' m < ÛfiWêê 4 

et par suite 



Ij'erreur ne portant que sur la quatorKième décimale, nous 
aurons sin 10* avec treize âécimales eiacles. Si l'on divise par 
64800 le nombre 

« = 3, 14159 2653589793 Î3846..., 

on trouve que le quotient est ^gal k 

0,00004 84813 681, 

plus une fraction complémentaire moindre qu'une demi-unité 
4u 'toeizièBW orâre ddeinaL Pmu avoir la valeor exacte de 

«in 10", il faudrait en retrancher une fraction moindre qu'une 
demi-unité du treizième ordre décimal ; si l'on prend 

«,«0004 «Ml 3 «U 

paiar valeur s^ptocbde de «n 10", on commetlraune wrair 
<gale & la 4i£{âfeace da ces deux £ractioiM, et pu coœéquent 
XQoindTS qu'uju àesi'uaité du ti«iùèaia ordrs décimal. 
CulcaUoB suùntadaBt cm W. îiom fuvainaa 2>0Hr valeur 

approchée de cos 10* la quantité 1 5- , et l'erreur cammise 

sera moinftre qne -rr- , M pal- conséquent Kiolnare qtte -^^ ; 



_1 
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En faisant le calcul on trouve 

« =0,00004 84813 68110 953 
«*= 9,e0009 OM!» 50449 053 

-Ç-= 0,0000000011 75221 526 

par défaut avec dix-huit décimales exactes ; on en déduit 

1 — f = 0,99999 99988 ?4778 474 

par excès, avec une erreur moindre (ju'une unité du dix-hui- 
tième ordre décimal; pour avoir le cosinus de Tare de 10'', il 
faudrait y ajputer une fraction moindre qu'une unité du dix- 
huitième ordre décimal ; si Ton prend pour valeur approchée 
de cos 10'' le nombre précédent, Terreur, qui est la différence 
des deux erreurs, sera moindre qu'une unité du dix-huitième 
ordre décimal* 

i^o. — Ux)ie fois que Ton cannait le sinus et le oosinua du 
premier terme de la progression arithmétique, la règle du n® 36 
permet de calculer successivement les sinus et les cosinus de 
tous les termes de la progression. En désignant par q la quan* 
tité connue 2 cos 10^, on a 

sin 20" = q sin 10", cos 20^= çcoâ 10^ ~ 1 , 

sin 30" = ? Bin 20" — sin 10", cos 30" = q cos 20" — cos 1 0", 

sin 40" = 9 au 3ô* — »in 20", cos 40" = ^ cofl 80" — cos 20" 



On peut abréger les calculs en remarqoant que la quantité q 
diffère très^peu du nombre 2^ et posant jf = 2 — - ^^ î 1q3 for-^ 
mules deviennent 

sin 20" — sin 10" = sin 10" — p sin 10", 

sin 30" — sin 20" «= (sin '20" — sin 10") — ^ sin 20" ; 

sin 40" — sin 30" = (sin 30" — sin 20") — p sin 30" ; 
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«• 



Comme on a pris approximativement cos 1(K' = 1 5- , on a 

p = 2 — 2 cos 10^ = oc*. Ainsi la lettre p désigne la quantité 
très-petite a* calculée précédemment, et Ton a 

p = 0,00000 00023 504. 

On calculera d'abord le produit p sin 10^ que Ton retranchera 
de sin 10^, ce qui donnera la différence sin 20^ — sin 10'^ ; en 
ajoutant cette différence à sin 10^^ on aura sin 20^^ On multi- 
pliera ensuite sin 20'' par p, et on retranchera le produit de 
sin 20'' — sin 10", ce qui donnera la différence suivante 
sin 30" — sin 20" ; ajoutant cette différence à sin 20", on aura 
sin 30" ; et ainsi de suite de proche en proche. Les huit pre- 
miers chiffres décimaux du nombre p étant des zéros, il n*y a 
dans chaque multiplication que cinq produits partiels à cal- 
culer, ce qui abrège beaucoup les opérations ; en multipliant 
par le nombre q on aurait quatorze produits partiels à effectuer. 

fti. — La construction des tables de sinus et de cosinus né- 
cessite une longue suite de calculs approchés. On vérifiera les 
calculs à l'aide des sinus et des cosinus que l'on sait trouver 
directement. On peut employer dans ce but les sinus et les 
cosinus des arcs de 9 en 9 degrés. 

Nous avons trouvé (n* 44) 

8inl8-=l"-l, co.lB^=}l}^ÏE 

4 4 



8in54*==cos36»==-^^-^^ cos 54^=sin 36^= ^ ^^ /^ ^ ^ > 

4 4 

Du sinus de Tarc de 18** on déduit sin 9*" et cos 9* à l'aide des 
formules du n"" 38. On a en effet 



wn 9* + cos 9* = ll+LïL 



in.Q>~co8 9o = ~ ^^~V^ ; 
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d'où 

8in9«=-i(\/3 + \/T— \/5 — V"5")» 

cos9<' = -|-(V3 + V"5 + V5 — y/f)' 

* 

Du sinus de l'arc 54* on déduit de la même manière 

sin 27« = -j isfïTVf— V 3 — /s"). 

cos 27» = ^ (\/T+7T+ V 3 — VT)- 
On a d'ailleurs 

sin 45» = cos 45» =-Ç.. 
Nous formons ainsi le tableau suivant : 

sin 9« =^ (v/i+Vt-Vs-Vs), cos 9» = 1 (V3+V^+ V5^^), 

sin 18'= ^ 7" , cosl8' = 4-V/lO + 2vr5, 

* 4 

Sin 27» = -î- (Vs+VS-V^S-VE). cos 27« =-i (v/b+VH-Vs-Vs), 



8in36'' = 4-(Vi0-2v'5, _\/l±i 

4 ' ces 36» = 4 

■^ ^ 2~' cos45» = -î^. 



69. — Comme la plupart des calculs se font par logarithmes, 
on a construit des tables contenant, non pas les valeurs mêmes 
des fonctions circulaires, mais celles de leurs logarithmes. On 
déduira ces nouvelles tables des précédentes à l'aide de la table 
ordinaire des logarithmes des nombres entiers ; mais on peut 
aussi les calculer directement en employant des séries dont 
nous parlerons plus tard. 

Quand les tables des logarithmes des sinus et des cosinus 
sont construites, celles des logarithmes des tangentes et des 
cotangentes s'en déduisent par les relations 
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S approximativt 

10^ = ««. Ainsi 
culée précédem 

p = 0,0000( 

l*abord le prodi 
ji donnera la c 
ifférence à sin 

■ 

in 20^^ par p" 
10'^ ce qui 
\" ; ajoutant c» 
si de suite de 
.écimaux du n 
ultiplication q 
brége beaucoi 
on aurait quat 

istruction des 
jue suite de Cc 
des sinus et 
i peut emploi 
de 9 en 9 deg 
ouvé (n° 44) 

-£-i 

"~ 4 ' 



rc de 18° on d 
(8. On a en efl 

an 9* + cos 9* 



In .0* — cos 9* 
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sin a? ^ cos x 
tang X = , <îot X = — : ; 



ffoù 



log tang X = log sin a: — log cos x, 
log cot X = log cos a? — log sin â?.. 

Il est inutile d'inscrire dans les tables les logarithmes des 
sécantes et des cosêcantes, puisqu'en vertu des relations 

séca7 = , cosécj: = 



O0sa; ' ^mx ' 

on a 

log séc ar = — lo^ cos x, log coséc x^ — log sin x. 

Les tables les plus usitées en France sontles petites tables de 
Lalande à cinq décimales, et les grandes tables de Callet à sept 
décimales. Nous parlerons d^abord des tables de Lalande, puis 
nous ferons connaître celles de Gallet. 

TABLES DE LALANDE. 

SB, — Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des 
sînus, cosinus, tangentes et cotangeates des arcs de minute en 
minute de à 45 degrés. Le nombre des degrés est marqué au 
haut de la page et tes minutes dans la petite colonne à droite ; 
les logarithmes des^inus Bout inscrits dans la colonne intitulée 
sinns^ ceux des tangentes dans la colonne intitulée tang.^ etc. 
La lecture se fait déliant en bas. 

La table se prolonge ensuite de 45 à 90 degrés en sens inverse. 
Les sinus des arcs de 45*» 'h "SO** étant égaux aux cosinus des arcs 
de 45® à 0*», la colonne des cosinus devient celle des sinus et 
réciproquement. Les cotangentes des arcs de 45" à 0® donnent 
de même les tangentes des arcs de 45* à 90* et les tangentes les 
cotangentes. Pour prolonger la table de 45* à SO'; on a marqué 
les degrés au bas de la page et les minutes dans la petite co- 
lonne à droite. La lecture se fait ici de bas en haut. 

Les sinus et les cosinus étant plus petits que l'unité, leurs 
logarithmes sont négatifs ; mais, comme on Ta vu en algèbre 
Qpiu* les logarithmes de nombres plus petits que Tunité, on ne 
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laisses positiva' la* pturtis déoiiualo du. lotimXUma et i^^djpa ué^ 
gative seulement la pactLe e£Ui0i*a ou la cai^actéûstiqiae». 

Pour évitov lee> oaaiafîtéâeliq^s aégatived> oa a,, dao» la. B^^~ 
part, des table» trigjftoûiïiâtriqjueft, ejpuU 10 uni4;és à. chaque 
logarithme ;. il ceacvie&L dans lar pcaticjpa de rétablir la. vraie 
<:aractéri»tiçpie. ea reti^aacbaïUi ces. 10. unités* Aioai ou écrira 

Ibgsin 2^30' =I;0396» 

togsiii 35^28' =J^,76360 
logsin 64^53' = 1,95686 

Les vrais logarithmes des sinus et des cosinus auront tous des 

•caractéristiiiues négatives; cetle caractémstiq^ue est t, excepté 
quand Tara est comprie eatre 0^ et 5® 4.V pour le. sinus et enU*e 
84° 10' et 90° pour le cosinus, 

La tang^nte étant plus petite q,ue Tunité de 0° à 45°, et plus 
grande que Tunité de 45* à 90°, la caractéristique de son loga- 
rithme est négative dans le premier intervalle, positive dans 
le second ; c'est le contraii!e pour les co tangentes. Pour éviter 
les caractéristiques négatives, on a aussi ajouté 10 aux carac- 
téristiques négatives ;, on aura soin dans la pratique de retran- 
cher ces dix unités pour rétablir la vraie caractéristique. Ainsi 
on écrira 

togtang 5°30' = 2,98358 
log coli 23°15' = 0,36690 
lûgtang86?20^=? 1,19326. 

A côté de la colonne des sinus, dans une colonne intitulée D', 
sont inscrites \b» dilEArenceB t^ulaires», e'eet^ndire les dillé- 
rences qui existent entre deux logarithmes consécutifs. De 
même, à eâté de lia colonne^ des eosinm eet une petite colonu» 
renferxnanJ} les dilCérences tabulaires.. 11 faut remarquer que 
les différences tabulaires relatives au sinus sont positives^ 
puisque le sinus va en augmentant, tandis que celles relatives 
au cosinus sont négatives, puisque le cosinus va en diminuant. 

Entre la colonne des tangentes et celle des cotangentes, se 
trouvent les différeiu»s tabulaires qui sottt ke mêmes pour les 
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tangentes et les cotangentes, mais avec des signes contraires, 
puisque la tangente et la cotangente d'un même arc ont des 
Ipgarithmes égaux et de signes contraires. 

Pour faire usage des tables des fonctions circulaires, il faut 
savoir résoudre les deux questions suivantes : 1° étant donné 
un angle, trouver le logarithme d'une de ses lignes trigono- 
métriques ; 2® réciproquement, étant donné le logarithme d'une 
ligne trigonométrique, trouver Tangle correspondant. 

Étant donné un angky trouver le logarithme d*une de ses 
lignes trigonométriques. 

Se. — Lorsque Tangle donné ne contient que des degrés et 
des minutes, on trouve immédiatement dans les tables les loga- 
rithmes de ses lignes trigonométriques. Mais si l'angle contient 
des secondes et des fractions de seconde, il faudra effectuer 
une interpolation. Quelques exemples feront bien comprendre 
la manière de procéder : 

1* Trouver le logarithme de sin 25° 12' 34". On cherchera 
dans les tables le logarithme de sinus 25° 12'. La différence 
tabulaire est 27, c'est à-dire que si Ton augmentait Tangie 
d'une minute, il faudrait augmenter le logarithme du sinus 
de 27 unités du cinquième ordre décimal. On admet que les 
accroissements du logarithme sont sensiblement proportion- 
nels aux accroissements de Tangle, quand il s'agit d'accroisse- 
ments plus petits qu'une minute. On dira donc : à un accrois- 
sement de 1 dans l'angle correspond un accroissement 27 dans 
le logarithme ; à un accroissement de 1" dans l'angle corres- 

27 
pond un accroissement -r-- dans le logarithme ; à un accroL- 

uO 

sèment de 34'' correspond une augnoientation — - — = 15 

dans le logarithme. On disposera l'opération de la manière 
suivante : 

log8in25M5' =1,62918 
p' 34" 15^ 

log sin 25° 12' 34" = 1,62933 . . 
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2* Trouver le logarithme de ces 38*45'27'^ On cherchera dans 
les tables le logarithme de cos 38^45^ La différence tabulaire 
est 10, c'est-à-dire que si Ton augmentait Tangle d'une minute, 
il faudrait diminuer le logarithme du cosinus de 10 unités du 
cinquième ordre. Admettant que la diminution du logarithme 
du cosinus est sensiblement proportionnelle à l'accroissement 
de l'angle, quand il s'agit d'accroissements plus petits qu'une 
minute, on dira comme précédemment : à un accroissement 

de P dans l'angle correspond une diminution -ttt- dans le lo- 

60 

garithme, à un accroissement de 21" correspond une diminu- 

1 X 27 

tion 57r — = 5 dans le logarithme. On écrira 

ou 

logcos38H5' =1,89203 
pr 27'' —5 

log cos 38«45'27'' =1,89198 

3* Trouver le logarithme de tang 75°28'36". On cherchera 
dans les tables en allant de bas en haut le logarithme de 
tang 75°28'; la différence tabulaire est 52; interpolant par par- 
ties proportionnelles, on voit qu'à une augmentation de 36'' 

52 X 36 

dans l'angle correspond une augmentation — r — = 31 

60 

dans le logarithme. On écrira 

log tang 75^28' = 0,58630 

p' 36'' 31^ 

log tang 75«28'36" = 0,58661 

4« Trouver le logarithme de cot 8t*'45'20". On cherchera 

dans les tables log cot 81^5'; la différence tabulaire est 89 ; à 

un accroissement de 20" dans l'angle correspond une diminu- 

89 X 20 

tion de ^-r = 30 dans le logarithme de la cotangente; 

60 

on écrira 

logcot81''45' =T,16135 
p' 20" — 30 

log cot 81»45'20'' =1,16105 
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M>. «-* Nous 8Tons inlerpolé par parties proporUonxieUe«, ce 
qui n'est pas rigc»}reusemeat exact. Quaod ou cberchô le loga- 
rithme i\m 8iuus, on démontre qne si Tangle est plus grand 
que t'^SO' environ, Terreur proTenant de la proportion n'altère 
pas les cinq premiers chiffres décimaux ; on peut, dans ce cas, 
considérer la proportion comme exacte. Mais si Tangila est plus 
petit que l''30\ l'emploi de la proportion pourra altérer le cin- 
quième chiiTre décimal duae ou de plusieurs unités; de 1* à 
1*30', Terreur ne dépasse pas une unité ; de 45' à 1® elle ne dé- 
passe pas 2 unité» ; de 38' à 45', elle peut s'éfcrer à 4 unité» ; 
pour les angles plus petits que 36'» elle devient beaucoup plus 
forte. 

Quand on cherche le logarithme d'un cosinus, la proportion 
peut être considérée comme exacte tant que Tangle est plus 
petit que SS^'SO' environ. 

Quand on cherche le logarithme d'une tangente ou d'une co- 
tangente, la proportion ne doniie pas d'erreur sensible tant 
que l'angle est compris entre l'^SO' et 88^*30'* 

Aussi quand on a de très-petits angles, convient-il de faire 
usage d'une table supplémentaire procédant de seconde en se- 
conde ou de dix secondes en dix secondes. 

Étant donné le logarithme d'une ligne tiigonométrique^ 
trouver Vangle correspondant. 

511. — Si Ton donne la logarithme d'un sinus ou d'une tan- 
gente, on cherchera dans la table le logarithme immédiate- 
ment iuférieur an lo|;ariihiM éosné. Mais si Ton donne le 
logarithme d'un cosinus ou d'une cotangente,, on cherchera le 
logarithme immédiatement supéjcienr i puis on interpolera pa? 
parties proportionnelles, 

l^Soit lo« «a â? =T,*7438l 

Le logarithme de sin 48^29' est celui qui, dans les tables des 
sinus, approche le plus par défaut du logarithme donné ; ce 

logarithme estT,87434 ; il en diffère de 4 unités du cinquième 
ordre décimal. La différence tabulaire est lî, c'est-à-dire que 
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si rou ^oirtaii 13 «a IqgfuilhifiBB, û faotaât ajdttler une mi- 
nute à l'angle ; les accroissements du logacithme et 4e Taos^e 
étant sensiblement proportionnels, on dira : à un aG^oism- 
ment \f dans le logarithme, correspond ua accroissement de 
l' on de 60^ dans Tangle; à un accroissement 1 dans le loga- 

rrthme correspond un accroissement —75- dans Tangle ; à un 

accroissement 4 dans le logarithme correspond un accroisse 



naient — — — =5 20^ dans l'ase^. Ainsi l'angte Aerché est 

48«29'20^. 
On dispose Topération de la manière suivante : 

log sin X =T,87438 

log sin 48^29^ ss 1>87434 

p' 20'' 4 

2* Sait log eos « = J,90844. 

Le logarithme de cos 35^54' est celui qui approche le plus 
par excès du logaritàoie dûané ; ce logarithme est T,9065t : il 
en diffère de 7 umléa du ôngnième coudre déeimaL La diffé- 
rence tabulaire est 9, à une diminution de 9 dans le logarithme 
du cosinus correqpoaâ un aoeroissement de 1' ou de 60^ dans 

60* 
Tare ; à une diminution 1 correspond Taccroiweœent — ^ ik 

une diminution 7 correspond l'accroisasimnt —5 «= 47*. 

L'angle cherché est 35'*56'47''. On écrira 

log cos X =T,90844 - 
logcos35*54' =1, 9081s I 



mmt^'^^^mm 



p» 47* —7 

«? = 35*54M7'. 



>», -^ n importe de se rendre compte du degré d'approxi- 
mation avec lequel on obtient l'angle, quand on le détermine 
ainsi par le logarithme d'une de ses lignes trigonométriques. 
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Supposons d'abord l'angle déûni par le logarithme de son 

sinus. Soit, par exemple, log sin 5? = 2,58613. Le logarithme 

2,58419 du sinus de 2*12' est celui qui en approche le plus par 

défaut ; il en diffère de 194. La différence tabulaire étant 328, 

194 X 60 
il faut ajouter à l'angle ^^r- = 35'^ 48. Voyons mainte- 

nant Tapproximation. Soit en général log sin a?=a; appelons a?| 
Tangle qu'on obtient par la méthode précédente, et A la diffé- 
rence tabulaire dont on s'est servi; pour produire une varia- 
tion d'une unité du cinquième ordre décimal dans le loga- 
rithme du sinus, il faut faire varier l'angle d'une quantité 

60'^ 
a= — ; par conséquent, le même mode d'interpolation don- 

nerait les valeurs approchées log sin {œ^ + «) = <3t -j — rrrj- et 

log sin {x^ — a)=a— -TTTg ; mais on sait que l'erreur provenant 

de l'interpolation par parties proportionnelles est moindre 

que -TTj- ; on en conclut que la valeur exacte de log sin (x^+a) 

est plus grande que a, et que la valeur exacte de log sin(a?|— «) 
est plus petite que a. Les logarithmes des sinus des arcs œ^ —a 
eix^-^a étaDt, l'un inférieur, l'autre supérieur à a, il est clair 
que l'arc a?, dont le sinus a pour logarithme a, est compris 
entre œ^ — a et û?^ + « ; si Ton prend la valeur approchée x^^ 
on commettra une erreur moindre que «, c'est-à-dire moindre 

que . Dans l'exemple précédent, l'erreur est moindre 

60'''^ 
que , et par conséquent moindre que 0'^2. Quoiqu'on ne 

puisse pas compter* sur le chiffre des dixièmes de seconde, 
comme l'erreur est ici moindre que 2 dixièmes, il est bon de 
conserver ce chiffre, et l'on écrira x = 2'*12'35'',5. 

La différence tabulaire allant sans cesse en diminuant, 
quand l'angle croît de 0° à 90°, il en résulte que l'erreu . 
Absolue commise sur l'angle va en augmentant. Âu-des» 
sous de 12% la différence tabulaire étant plus grande que 
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60'^ 

€0, Terreur commise sur l'angle est moindre que -^jp oo 

1^. Mais au delà de 12^ on n*a plus les seœndes exactement. 
Dans le voisinage de 22^, la différence tabulaire étant 30, la 

limite de Terreur est -rjr- ou 2'' ; dans le voisinage de 30**, elle 

Ô\} 

est de 3^^ ; dans le voisinage de 40% de ¥ ; dans le voisinage de 
45% de b" ; vers W, elle est de 6^' ; vers 55*, de 7'' ; vers 60*, 
de 8^'; jusque-là on a Tangle à moins de 10 secondes près. 
Mais au delà de 60® Terreur croit rapidement : vers 70® elle est 
de 12'^ vers 80** de 30'', vers 85'' elle peut s'élever à une mi- 
nute. Dans le voisinage de 88"*, on voit le même logarithme se 
rapporter à trois angles consécutifs ; comme on peut prendre 
à volonté Tun des trois angles, Terreur peut s'élever à 3 mi- 
nutes. On conclut de là que les angles voisins de 90 degrés sont 
ti*ès-mal déterminés par leurs sinus. De même les petits angles 
sont mal déterminés par leurs cosinus. Mais les tangentes 
n^offrent pas le même inconvénient : si nous parcourons la 
colonne des différences tabulaires relatives aux tangentes^ nous 
voyons qu'elles diminuent de O"" à 45^ pour augmenter ensuite 
de 45* à 90** ; Terreur augmente donc jusqu'à 45** pour dimi- 
nuer ensuite. Au dessous de 12**, Terreur commise sur l'angle' 
est moindre qu'une seconde ; vers 27** la limite est de 2'', vers 45** 
de 2'',4 ; au delà de 45» elle diminue, repassant par les mêmes 
valeurs que précédemment, puisque la différence tabulaire 
redevient la même. C'est vers 45** que Terreur est la plus 
grande, et sa limite est alors 2'',4. Ainsi, quand on détermine 
un angle par sa tangente ou par sa cotangente au moyen des 
tables de Lalande^ V erreur commise sur l'angle reste toujours 
inférieure à 3 secondes. 

11 faudra donc dans la pratique, autant que Ton pourra, 
déterminer les angles inconnus par leurs tangentes ou leurs* 
cotangentes, plutôt que par leurs sinus ou leurs cosinus. 

*8. — Il est aisé de se rendre compte de la raison pour la- 
quelle les angles voisins de — sont mal déterminés par leurs 
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sifius. Soit .« ua ai« v«iain de -^ , i un accroissemecA très- 
petit donné à cet arc^ on a 



dVl6 



rta <»-f ft)— «ni xassg «ia y «oi/ïril-l^ ; 
^ntg + ^')~ ging **\Tf / , 7i\ 



*^(t] 




•XC»I 



7» 



m 



le^ecûûd JEactearoosI a? -f- — i est ires-petit^ le premier membre 

a 'ùxfoit «rue ^iBdear ^%»-peAM«, ^ fiar «osnêquent k 4iff6a«]&c& 
An {x-{- h)-^'mi JT est très-petite par rsp^ertàJ^. Aiosi, sfcnnikâ 

Tare est voisin de — , la variation du sinus est très-petite par 
ia{)pcu!i 4 «elle <de Taxa XavarseiEaenl^ on a 

_(t) 



X 



■■-■■■'■■ ■■!■.■ ■■ I __ ■■ _^^^_^^^^^^^ 



Ht) ^(*+f)' 
« . .. 1 



quand l'arc *est T(Mn de -^ , le second facteur , ^-^ 

cos(x + -) 

étant très-grand, le rapport de la variatioa h iiô i'arcà ceUe du 
«ion» mt tcès-granA» ^ par eontéquMlt i hm vmrJaliou très- 

petite du ÛOM^OBBMfOOà WÊB WÊiËÊtitM llOMiCOUjp plufi £i^aj]d& 

de Tare» 

TABLES DE GâLLET. 

9/9. "— Les tables de Callet contiennent les logarithmes des 
sinus et des cosinus, des tangentet et des cotangentes, de dix en 
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dix «6ed0des<iepâi8 9^ jusqu'à 4S*. Les degrés sont maxqiiès au 

haut de la page ; les minutes dans une petite colonne à gauche 
et les dizaines de secondes à côté des minutes. La lecture se fait 
en descendant. 

Les tables revienneàt entoile sw ei}es«iiiémes «I se prolongent 
aiasiâe 45® 4 90*, tes sêms et les iaiigsatos devenaat les cosi- 
mu et les ootoagiMites dm arcs oampMaaeataires ai réciproque- 
tteat. De 4&® À 90* tes tiagrés saiU mai^fués au bas de la page, 
tes minttlas dans ime petile cgJoatte à droite «t k» dixaioes de 
secondes à côté ; la lecture se fait ici ea pnimlant 

Pour éviter les caractéristiques négatives, on a ajouté 10 aux 
logarithmes des sinus et des cosinus, et aussi aux logarithmes 
des tangentes da 4)^4 4&® ou des cotangentes de 45** à 90^. On 
aura soin dans Ia;ta^tiqoe de télablrr les vrais caractéristiques 
en DekttAcbani 1^ ; ka logarithmes des cotajogeales de O"" à 45"^ 
ou des tangentes da 4V à 90*, ajAut ieuurs Cttractéristiques po- 
fiitirea, a'oat pas été alilévés. 

A «ôtô de «haquia eckcmoa de lo^^thœas ae trouvent les 
ùUiémmim «alMilaimi« 

L'«uMga dea taUas da CaUat u'^oSne «aamd difficulté. On 
procédera comme avec les tables de lalaade, fieukfaeni; le cal* 
cul des parties proportionnelles sera beaucoup plus simple. 

Étant donné un angh^ trouver le îogaritTxme d^une de ses 
Ugnes trigoummétriques. 



«» Oft AêsfiSffiA^ jfww ttcempte, Itïg isia "S?* "SS* ^S^'î'B. On 
cherchera dans ia faite tegsîn!SS»W W. La «dilRfrence tabu- 
laire est SSl ; Bdfflfèttant que les accrtAssemeats du logarithme 
du siûtrs «Ertit sensît te f meîi t ptjporli^imds aux accroissements 
âe rangle, quaM fl «''agit d^ccroîssements plus petits que dix 
«ecWidïrs, tm tlim : ^ un accroîsseftienli de W flans Tangle oor- 
twfpcmd uîi scccujîsseflïetrt SSl tians te logarîlîime i îi un ac- 
Cïoissetneïît de 1-* dans ÎVm^^ correspond u» accroissement 
33,1 dix foîs ttes ipeUtt fens le tegtariïhTîi© ; \ tm acorcfissement 
fe 5*^,^ daïïs fafiglô cowespcoii un acataôsement , 
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•dans le logarithme. On disposera Topération de cette manière ; 

log sin 32? 28' 40'' = 1,7299520 
p' 5",6 185 

log sin 32« 28' 45",6 =T,7299705 

De même, soit à trouver log cos 51** 47' i8",7. On cherchera 
-dans la table log cos 51** 47' 10" ; la différence tabulaire étant 
267 pour 10", un accroissement de 8",7 dans l'angle produit 
tme diminution égale à 26,7x8,7 = 232 dans le logarithme 
4u cosinus. On écrira donc 

log cos 51*> 47' 10" = Ti791409i 
pr 8",7 - 2:^2 

log cos 51*» 47' 18",7 = î;7913859 

On procédera pour les tangentes comme pour les sinus^ et 
pour les cotangentes comme pour les cosinus. 

La règle du calcul des parties proportionnelles est la sui- 
vante : pour avoir la quantité dont il faudra augmenter ou 
diminuer le logarithme des tables^ on divisera la différence ta- 
bulairepar 10, et on la multipliera par le nombre des secondes 
et des fractions de seconde. 

et. — Nous avons supposé que les variations des logarithmes 
des lignes trigonométriques sont sensiblement proportionnelles 
aux variations de Tangle ; cette proportion n'étant pas rigou- 
reusement exacte, l'interpolation par parties proportionnelles 
produira dans le logarithme une certaine erreur. 

On démontre que l'erreur est moindre qu'une unité déci- 
male du septième ordre, pour tous les angles plus grands que 
5** quand il s'agit d'un sinus, et par conséquent pour tous les 
angles plus petits que 85**, quand il s'agit d'un cosinus, et de 
même pour tous les angles compris entre 5** et 85**, quand il 
s'agit d'une tangente et d'une cotangente. Ainsi, entre ces li- 
mites, on peut regarder la proportion comme exacte. 

Mais, si l'on cherchait de cette manière le logarithme du 
sinus ou de la tangente d'un angle très-petit, on pourrait com- 
mettre sur le logarithme une erreur' d'une ou de plusieurs 
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unités du septième ordre décimal. Pour éviter cet inconvé- 
nient., les tables de Gallet renferment les logarithmes des sinus 
et des tangentes de seconde en seconde pour les cinq premiers 
degrés. L'interpolation par parties proportionnelles, ne portant 
alors que sur les fractions de seconde, ne causera pas d'erreur 
sensible. /' 

Étant donné le logarithme d'une ligne trigonométrique,' 
trouver V angle correspondant. I 

et. —Soit, par exemple, logsina?= r,i034756. On cher-, 
chera dans les tables des sinus le logarithme le plus approché 

par défaut ; c'est log sin 7M7'20'' = F, 1033667, qui diffère du 
logarithme proposé de 1089. La différence tabulaire est 1645. 
Les accroissements de Tangle étant sensiblement proportion- 
nels à ceux du logarithme, on dira : à l'accroissement 1645 du 
logarithme correspond Taccroissement 10'^ dans Tangle ; à l'ac- 

10''' 
croissement 1 du logarithme correspond Taccroissement ■ ^ ^^ - 

de l'angle ; à l'accroissement 1089 du logarithme correspond 

* 1089 XlO^' an a-^ f^ A ' a 

1 accroissement j^jz — = 6'%62. On écrira donc 

1d45 

logsiua? =r, 1034756 
log8in7Mr20'' = 1,1033667 
pour6'',62 1089 

X = 7ol7'26'^62 

Soit encore log cos a? = 1 ,6453478. On écrira 

logcoso? =T;6453478 ' 

log cos 63M6'20'=' = 1,6453641 
pour 3^82 — 163 

X = 63<»46'23'^82 

On a cherché dans les tables le logarithme du cosinus le 
plus approché par excès, puis on a interpolé par parties pro- 
portionnelles comme précédemment. 

La règle du calcul des parties proportionnelles est la sui- 
vante : Pour avoir les secondes et les fractions de seconde^ on 

5 
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mniitplie par 10 la différence qui existe entre te lofariffime 
4ennéeîceiui des tables, et im dimse ie réeuUaî far la diffé- 
renœ tabnMre. 

On procède poar la tangenle oomme pour le naosy pour iai 
ootangente comine pour te cosinas. 



t. — Examinons maintenant l'approximation avec laquelle 
on obtient les angles. Appelons l la différence tabulaire qui 
correspond à une variation de 10^ dans fangïe ; d*après le rai- 
sonnement gui a été fait précédemment^ Terreur commise sur 

Tangle <&erché est meiiidn qoe ■, Dmft le ptemiar ex«m« 

A 

pie, la différence tabulaire étant 1645, Terreur commise sur 

l'angle est nKÀndi» que ou que O^^Ol ; iut a donc Tangle 

à moins d*un centième de seconde. 

Pour les sinus, les différences tabulaires aSant en dimi- 
nuant de 0* à 90*> l'emor absolue oommiae sur l^u^ aug- 
mente avec la valeur de Tangle. Pour bien montrer cette 
augmentation progressive de Terreur, nous mettons en regard 
Tangle et la limite de Tecreur correspondante : 

5* , lOo , 20 , »• , «tO« , 45i» , 50* ^ St», 87o, 88«, 89% 8940' 

0^^,005, 0^,01 , o'^œ^,^r,»^ 0"^4, O^W, ^X »^, ^^ i 2^' , 5'' , 10". 

Jusqu'à 50® Terreur est moindre q«i'un dixième de seconde, 
mais ensuite elle devient très-considérable. Ainsi les angles 
voisins de 90"^ sont mal dé^ermiDès par leurs «inm, 4^ mâme 
les angles très-petits par leurs cosinus* 

Les tangentes et ies ^otan^entes ne présentent pas le même 
inconvénient. I/arreur augmente jusqu'à 45«, où elle est 
moindre que 0'^03, pour diminuer ensuite jusqu'à 90«. Ainsi, 
quand on détermine un angle par le logarithme de sa tangente 
eu de sa cotangente, on peut compter que, da^s tcms les cas, 
Fenraur commise sera moindre que O^,03« Le tliilSpe <ie8 
dixièmes de seconde sera exact; cependant il "sera iion de con- 
server le chiffre des centièmes, txaoiqu'il puisse 'être iautif de 
(quelques unités. 
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Si Tangle cherché est plus petit que 5^, on emploiera la 
table supplémentaire relative aux petits aagles et procédant de 
seconde en seconde. Ici l'approximation sera plus grande et 
pourra aller jusqu'aux millièmes de seconde. 

Les cercles, dont on se sert pour les observations astrono- 
miques et dans les opérations géodésiques qui exigent une 
grande précision, donnent les angles à une seconde près. Il 
faut, dans ce cas, pour ne pas augmenter Terreur par le calcul, 
se servir des tables de Callet. Mais dans les opérations topogra- 
phiques ordinaires, où les angles ne soai mesurés qu'à une 
minute ou à une demi-minute près, les tables de Lalande sont 
suffisantes. 

Exercices. 

jo Démontrer les formules 

ir . 3 , .4 

-— = arc sin -r- -f- arc sm -^ , 

ni 1 

-p= arc Ung^+2arctangy, 

— =arc Xang^-^-arc tang — +arctang-^ . 

2' Démontrer la formule 

« sin a? + sin 3a? + sia bx 

taOfiT OtC= ; , - • 

° COS Oî + C08 ÔX + C08 bx 

3<> Démontrer les formules 
sin X =sin (36« + a?) — sin (36® — a?) + sin (72« + x) — sin (729 — aj), 
sin a? = sin (54* +x)+ sin (54* — a?) — sin (18» + a?) — si^ (18* — x). 

4<> Si les angles 9 et u satisfont à la relation 

|i 4- e cos 0) (i — e cos w) = i — e\ 
on a 






5o Vérifier les identités suivantes : 

sin a 4" 2 siû 3a + si n 5a _^ sin 3a 
sin 3a + 2 sin 5a + sin 7a sin 5a ' 
«os* (a — 5) + cos^ b — 2 cos a cos 6 cos (a — 6) = sin* a, 



U LIVRE r, CHAPITRE IV. 



l-taDg«(-^— g 4 tang g (1 - teo g' a) 
—————— = sin ia, Ti — r-T ï — r, sin ^a, 

4 sin a sin (-^ — a| sin ( — + al = sin 3a, 

4 cos a cos I -^ — a\ cos ( -j- + a| = cos 3a, 
sin a ±1 sin na -|- si n (2n — \)a _ ^ 



cos a ±: cos na + cos (2n — \)a 
6® Résoudre les équations suivantes : 

tang/-j- — ajj + cotangl-^ — a;j = 4; Réponse : a? = n7r±-|.. 

27r 

sin a? + sin 2a? + sin 3® = 0; R : 2x = nn-, ou a? = 2n7t ± — j- . 

(1 \ 2x 

n+ y-JTr, ou a? = 2nn ± -^ , 

tanga? + tang(-^+œ|=:0; R: 2a?=nîr + (—l)* -^. 
tang2aî+cotangaî=8cos2a?j R: x:^ (n+sp, ou 4x5=n7r-f(— 1)«^. 



LIVRE II. 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE* 



CHAPTRE I 



Propriétés des trlaiisles< 



Un triangle rectiligne est déterminé quand on connait trois 
de ses six éléments, pourvu toutefois que, parmi les éléments 
donnés, il y ait au moins un côté, et on apprend en géomé- 
trie élémentaire comment, avec une règle, un compas et un 
rapporteur, on peut construire le triangle et par conséquent 
déterminer les trois éléments inconnus : mais les constructions 
graphiques sont loin d'offrir une précision convenable. A l'aide 
des fonctions circulaires, on peut remplacer ces constructions 
graphiques par des calculs numériques qui donnent les quan- 
tités cherchées avec une très-grande approximation ; c'est le 
but de la trigonométrie rectiligne. Nous désignerons les angles 
du triangle par les lettres A, B, G» et les côtés opposés 
par a, 6, c. 

TRIANGLES RECTANGLES. 

Théorème I. 

114. — Dans un triangle rectangle, un côté de l'angle droit 

est égal à l'hypoténuse multipliée par le sinus de l'angle opposé. 

Soit ABC (fig. 26) un triangle dans lequel l'angle A est 

droit ; le côté opposé a est l'hypoté- 
nuse. Du point B comme centre, avec 
BC pour rayon, décrivez un arc de 
cercle ; le rapport de la perpendiculaire 
GA au rayon BG est le sinus de l'angle 
IFîg. 2e. B ; on a donc 
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— = sin }3, 
a 

(1) d'où ft = a sin B. 
On a de même piiir analogie 

(2) c = a sin G. 

Théorème II. 

85. — Dans un triangle rectangle ^un côté de l'angle droit est 
égal à rhypoténasemuiHpHéeptirteeosinusderaîigleadjacent. 

Nous avons déjà démontré ce théorème au n® îai. On peut le 
déduire du précédent, en remarquant que dans un triangle 
rectangle les deux angles aigus B et G sont complémentaires^ 
ce qui donne 

sin C = cos B, sîn B = cos G. 

Théorème III. 

•8. — Dans un triangle rectangle, un côté de Vangle droit 
est égal à f autre côté multiplié par la tangente de rang le op^ 
posé au premier côté. 

Du point B comme centre avec BA 
pour rayon (fig. 27), décrivons un arc de 
cercle ; le rapport de la longueur AC au 
rayon BA est la tangente de Tangle B ; 
on a donc 




d'où 



— = tang B ; 
6 = c taxkg B. 



(5) 

(6) On a de même c = 6 tang G. 

GoROLLAiBË. — Les deux angles aigus B et G étant complé* 
mentaires, on a tangB^=cotG, tangG = cQtB, et les deux 
relations (5) et (6) peuvent se mettre aous la forme. 

&=ccotGs 

' c :=:i 6 GOt B. 

Aimsii^ dans uft triangie recUmgle^ un côté de Vangle droit 
est égal à Vautre côté de VangJ» droit multiplié par la cotan-- 
gente de Vangle adjacent au premier côté. 
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TRIANGLES QUELCONQUES. 



Théorème IV. 



ev. — Dans un triangle quelconque, les côtés sont propor^ 
tionnets aux sinus des angles opposés. 

Soît le triangle ABC (Ôg. Î8). Du som- 
met C abaissons la perpendiculaire CP sur 
le côté opposé AB ; cette perpendiculaire 
divise le triangle proposé en deux triangles 
rectangles ; dans chacun de ces triangles, 
le côté CP de Tangle dit)ît est égal à ThypotèDuse multipliée 
par le sinus de Pangle opposé. On a donc 

CP = asinB, CP=JsînA; 
et par coaséqueat 

On eu déduit 




a sin B = 6 sin A. 



a 



sin A sin B 

Lorsque l'un des angles A ou B est obtus, la perpendiculaire 

CP tombe en dehors du ti^angle ABC. Supposons, par exemple, 

l'angle A obtus, la perpendiculaire tombera en dehors à gauche 

de CA {flg* 29). Dans le triangle rectangle GPB, on a, comme 

précédemment,. GP= a sin B ; dans le 
triangle rectangle GPA, Vangle aigu 
GAP ayant même sinus que l'angle 
obtus, supplémentaire GAB» qui est 
l'angle A du triangle proposé, on a en- 
core CP = b sin CAP = b sin A, et par suite a sin B= 6 sin A. 
On obtient ainsi, dans tous les cas, la relation 

b 




Fig, 29. 



a 



sin A sin B 
Ctai a dd mèoie, par analogie^ 



sin B sin C • 
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On a ainsi les trois rapports égaux 

abc 



(7) 



sin A sin B sin G * 
Théorème V. 



es. — Dans un triangle^ le carré d'un côté quelconque est 
égal à la somme des carrés des deux autres côtés, moins deux 
fois le prod/uit de ces deux côtés multiplié par le cosinus de 
l'angle compris. 

Considérons le côté a opposé à l'angle A. Il y a deux cas à 
distinguer : ouTangle A est aigu, ou il est obtus. 

Lorsque Tangle A est aigu (flg. 28), on sait, d'après un théo- 
rème de géométrie élémentaire, que le carré du côté a opposé 
à Tangle aigu est égal à la somme des carrés des deux autres 
côtés c et 6, moins deux fois le produit de Tun de ces côtés c 
par la projection AP du second sur le premier, ce qui s'exprime 
ainsi 

aa = 6« + c« — 2cxAP. 

Dans le triangle rectangle CAP, on a 

AP = 6 cos A. 

En remplaçant AP par sa valeur, on obtient la relation 

a*=:b*'^c* — ibc cos A. 

Supposons maintenant l'angle A obtus (fig. 29). On sait, 
d'après un autre théorème de géométrie élémentaire, que le 
carré du côté a opposé à l'angle obtus A est égal à la somme 
des carrés des deux autres côtés c et 6, plus deux fois le produit 
de l'un de ces côtés c par la projection AP du second sur le 
premier, ce qui s'exprime ainsi 

a« = t« + c« + 2cxAP. 

Dans le triangle rectangle CAP, on a AP = b cos CAP. L'angle 
aigu CAP et l'angle obtus CAB ou A étant supplémentaires, 
leurs cosinus sont égaux et de signes contraires et Ton a 
cos CAP = — cos A , et par suite AP = — 6 cos A. En rempla- 
çant AP par sa valeur, on arrive à la même relation 

a* = 6* + c* — 2bc cos A. 
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Il existe deux autres relations analogues à celle«ci ; ainsi on 
a, dans tous les cas, 

!a' = 6* -j- c* — 2bc cos A, 
t« = c« + a« — 2ca cos B, 
c« = a« + 6« — 2ab cos C. 

Lorsque l'angle A est droit, son cosinus étant nul, Tune des 
relations se réduit à la propriété connue des triangles rectan- 
gles a* = 6* + c*. 

REMÂ.RQUËS. 

89. — Puisqu'on peut construire un triangle avec trois élé- 
ments pris arbitrairement, par exemple avec deux côtés et 
l'angle compris, il n'existe que trois relations distinctes entre 
les six éléments d'un triangle ; ces trois relations déterminent 
les trois éléments inconnus en fonction des trois éléments 

donnés. 
Si sur chaque côté du triangle on projette la ligne brisée 

formée par les deux autres côtés, on obtient immédiatement 

les trois relations 

ia = 6 cos C + c cos B, 
& = c cos A + a cos G, 
c = a cos B + & cos A. 

Toutes les autres relations qui ont lieu entre les éléments d'un 
triangle peuvent se déduire de ces trois relations fondamen- 
tales par des transformations algébriques. 

i<> On demande une relation entre les deux côtés a et 6 et 
les deux angles opposés A et B. Kntre les équations (J) il 
faut éliminer c et C ; éliminons d'abord cos C entre les deux 
premières 

a* — 6* = c (a cos B — b cos A) ; 

puis remplaçons c par sa valeur tirée de la troisième, ce qui 
donne 

a* — b* = a? cos* B — 6» cos* A, 

ou a* sin* B = 6* sin* A, 

a sin B = 6 sin A. 
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On retrouve* ainsi le théorème IV' 

abc 



an A sin B sin G * 

Si, entre les équations (I), on élimine deux des côtés, par 
exemple a et 6, on voit que le Iroisième côté c se mettra en 
facteur toaimuny. et^ pur consécpnent, disp^raEttra ; on amyera 
ainsi k isioe rdialieft qui ne cootiesidra plua que les trois angles. 
Pour faire l'élimination facilement, on se servira de ht trans- 
formation précédente ; si l'on appelle k la valeur des rapports 
égaux, on a 

sinA""sinB~siaG~' 
d'où 

tr = A sin A, 6 = A sin B, c = Ar sîn C; 

et en substituant ces valeurs dans l'une des éq^uations (1), par 
exemple dans la première, on a 

sin A = sin Bcos G + sin.GcosiB=rsin (B+G). 

Cette équation exige que l'on aie, ou A=B-f-C, on A-f-B+C=:7r, 
La première hypothèse est inadmissible ; car A désigne ïnn 
quelconque des angle» du triangle^ le ^us petit si l'on veut, 
qui ne peut être égal à la somme des deux autres. On a ainsi 
A+B+C=7r, et Ton retrouve le théorème connu : la somme 
des trois angles d'un triangle est égale à deux angles droits. 
Les trois équations 

fa b e 

sén A "" sin B ~ an G ' 
A 4- B + C = «^ 

déduites du système (f ), forment un second système d'équa- 
tions équivalent au premier ; car on peut remonter de ce 
second système au premier. Qd a, en effél, 

a tcosG ccosB ft oosC-f^ccos B 

sin A "" sin B cos G sin G cos B sin (B -)- C) 

6 coô C 4- ^ cos B 
sin A * 



d'où 



a = 5 cos C + (? cos B, 
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2» On demande la relation qui existe entre les trois côtés 
et l'angle A. II faut éliminer B et C; si, après avoir multiplié 
les deux membres des équations (1) respectivement par a^ b, c, 
on retranche de la première la somme des deux autres, il vient 
<**-*' — c* = — 26c cos A : c'est le théorème V. 

/ a« = t« + c* — ihc cos A, 

( c« = a* + ** — 2aè cos C. 

Ce troisième système d'équations est équivalent à chacun des 
deux précédents; car en ajoutant les équations (3) deux à deux, 
on retrouve les équations (1). 

*•• — Lorsque trois longueurs a, 6, c, et trois angles A, B, 
C, chacun plus petit que «r, satisfont aux équations (3), ces 
quantités sont les six éléments d*un triangle. En effet, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour gu'avec trois lignes on 
puisse former un triangle, c'est que chacune d'elle» soit plus 
petite que la somme des deux autres; or, les équations (3); mises 
sous la forme 

a« = (ft -{- 0)* — V)0 cos» A ^ 

montrent que Ton a a < 6 + c, etc. Avec les trois longueurs 
a, &, c, on peut donc former un triangle. Les angles de ce 
triangle sont égaux aux angles donnés A, B, C ; car, si on 
appelle A^ , B^ , C^ les angles du triangle, on a 

a* = 6* -f- c* — ibc cos A^ ; 

mai» on a par hypothèse a* = 6^ + c* — 26c cos A ; on en 
déduit A| == A, puisque les angles sont compris entre et tt. 

Par la même raison, les angles B^ et G^ sont égaux à B et à C. 

On a vu que chacun des systèmes d'équations (J) et (2) est 
équivalent au système (3). D'après ce que nous venons de dire, 
on en conclut que si trois longueurs et trois angles moindres 
que TT vérifient Tun de ces systèmes, ce sont les éléments d*un 
triangle. 
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EXPRESSION DES ANGLES EN FONCTION DES CÔTÉS. 

Vf. — On a souvent besoin de l'expression des angles d'un 
triangle en fonction des côtés. De la relation 

a* = 6* + ^* — 26c cos A ; 
on déduit 

cos A = 4>ï: • 

Mais cette formule n'est pas calculable par logarithmes. On 
obtient une formule calculable par logarithmes en cherchant 

Tangle -^ ; on a, en effet, 



A I y 1 + cos A 
cos-2- = J/^-^n_ ; 

mais 

4__< , &*+o*— g* _ &«4-c»+26c-a^ _ (&+c)^— g^ 
1+cosA-lH ^^ - ^6^ - Wc ' 

«i Ton remarque que le numérateur, différence de deux caiTés, 
peut être remplacé par un produit, il vient 



. + cA== <' + '' + t'' + ''-'" ; 



d'Où 



[/■ 



(h 4-0 -\- a) (6 + c — a) 
cos — - X \ 1 



46c 



On détermine de la même manière sin -^ par la relation 



[/■ 



. A ■ / 1 — cos A 



€ar on a 

A_-i 6 M-g*— ^' _ g*— 6^— g*+26g _ a'^—{b—cY 
I-HX)sA_l 26^ - Wc ~ Wc • 

•si Ton remplace de même la différence des carrés par un pro- 
duit, il vient 



2bc 



d'où 



1/ 



. A I / (a + 6 — c) (g + c — 6)' 
Bm — ■ V V • 



2 1/ 46c 
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On représente habituellement par 2p le périmètre a +6 +o 
du triangle ; on a alors 

b-\-c — a = 2{p — a), a + c — 6 = 2(p — 6), 

a+& — c = 2(p — c), 

et les formules précédentes deviennent 



(1) cos— =1/ ^^^ 



2 1/ èc 



/n^ -Al / lp — b){p — c) 

(2) sm — ■ X vx- / vr / 



2 ~"|/ ftc 

On en déduit par la division 



(3) tang A = I / iP-Hp-c) 



AIRE D'un triangle. 

5r». — On peut exprimer l'aire d'un triangle en fonction^ 
soit de deux côtés et de l'angle compris, soit d'un côté et des 
angles, soit des trois côtés. 

V Abaissons du sommet G (fig. 30) la perpendiculaire CP 

sur la base ; Taire [du triangle, que nous 

ABxCP 

a désignons par S, est égale à ; mais 

CP = 6sin A; 
° donc (4) S=-^îfA.. 

Uaire d'un triangle est égale à la moitié du produit de deux 
cotés multiplié par le sinus de l'angle compris. 

ô sin B' 
2® Si, dans l'expression (4), on remplace b par — : — r^- , il vient 

_ c* sin A sin B c^ sin A sin B 

^^^ 2sErc ~ 2sin(A+B) * 

2« Pour avoir la surface en fonction des côtés, il suffît 
d'exprimer sin A en fonction des côtés. On a, en vertu des for- 
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mules (1) et (2) du numéro précédent, 

. A o • A. A 2 v/p(p — a)(p — 6) (p — c) 

sm A = 2 sm -^ cos -^ = — -^-^ '-^ '-^ . 

2 z oc 

Si Ton substitue cette valeur de sin A dans la formule (4), on a 

(6) a = ^p(p — a){p^b){p-c). 

9S. — Voici d'autres formules dont on se sert fréquemment 
dans la résolution des triangles. Considérons les rapports égaux 

sin A sin B sin G 



abc 

En faisant la somme ou la différence des numérateurs et des 
dénominateurs*des deux premiers rapports, on forme deux nou- 
veaux rapports égaux à chacun des deux premiers rapports, et 
par conséquent au troisième ; on a donc 

sinA + sînB sin G 

a-^-b c 

siaA-— sinB sin G 
a — b "" c ' 

si Ton transforme en produits la somme et la différence des 
sinus, il vient 

2 sin — T- — cos 5 — ^.^ ^ - 2 sm — cos -^ 



sin 


G 


c 




sin 


G 



A+B . A — B o • G C 

2cos — ^ sm — jr — . ^ 2sm-5-cos-ô- 

2 2 smG 2 2 



a — b c c 

La somme des angles du triangle étant égale à deux angles 

A + B C 

droits, l'angle — ^-^' est complémentaire de -^ , et l'on a 



2 "T' ^° 2 """"2"' 

ajorès la'suppressioa des facteurs communs, les relatioas pié* 



. A + B G A + B . C -!^! 

sm — 5 — = co8-jj-, C08 — jr — =8in-Tr; * 
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cédentes deffiemient 

2 _ a + h 



7f 



€08 



(7) 



8111 



c 



fsm 



2 
A — B 



(8) 



a — * 



G 

CÛS T=r 



RAYONS DES CERCLES TANGENTS AUX TROIS tîOTÉS D'UN TRIANGLE. 

94. On sait^ua V^on peut décrire quatre cercles JtaogeiUs aux trois 



côtés d'un 



!. L'tm, aitiiéÀ i'istérieflr da Inangie, e«t le cercle 

ffiacrtl; ies ùDom autres sitMés dans les 
«Bgles A, B| C, mais «Ktérienrs am. 
triangle, boiA dits ets^mscrits. Nous 
app^kronsfleTayondnterde inscrit, 
r^, Tj, r^ les rayons des cercles cx- 

iusoritsfiitiiéB dans les angles A, B, G. 
Sî Ton joint le centre (fîg. 31) du 
«eMle iascrii aux trois somanets 4\i 
tnao^^Ci, on ilécon^èse le triangle iiro- 
j^osé «A trois triangles, i^yant pour 
Fig. 31* hauteur commune le x^on r, pour 

bases les trois côtés ; on a donc 

Si l'on joint de même aux trois sommets le cenle 0^ du cercle de 
rayon r^, on voit que le triangle proposé est égal à la sonnne des deux 
triangles O^AB, O^AC, moins te triangte OJBC; «ces trois triangles 
ayant pour liauteur ^^mmunp r^ et pour bases les côtés^ on a 




S = 



— (p-oK. 



On a de même 

On obtient ainsi les relations 
(9) S = pr = ft)-a)r. = (p-«r*==(p-(Or^, 
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d*où Ton déduit Texpression des rayons ea fonction des côtés, 

^ _. . , (P — a) (P — 6) (P — c) 



V- 



V 



a 



(10) 



1/ 
1/ 



p — a 






p^b 



^ .^ - , P(P — o) (P - ^) 



Soient D, E, F les points où le cercle inscrit touche les trois côtés du 
triangle. Les deux segments ÂF et ÂE sont égaux et de même les deux 
segments BD et BF, CE et CD ; la somme des six segments étant égale 
au périmètre 2p du triangle, la somme de trois segments inégaux est 
égale au demi-périmètre p. Par exemple, la somme des trois segments 
AE, CD, BD est égale à p; mais la somme des deux segments CD, BD 
est égale au côté BC du triangle: on a donc 

AF = AE = p — a ; 
on a de même 

BD = BF = p — 6, 

CE = CD = p — c 

Soient D^, E , F^, les points où le cercle ex-inscrit 0^ touche les côtés 

du triangle ; on a BF^ =BD^, CE^ = CD^, et par suite chacune des deux 

longueurs égales AF^, AE^ est égale au demi-périmètre p. On en conclut 

BD^ = p — c = CD, CD^ =p — 6 =:BD. 

Les droites qui joignent aux sommets le centre du cercle inscrit 
étant bissectrices des angles du triangle, on a les relations 

ABC 

(11) r = (p — a)tang_i=(p — 6)tang— =(p — c) tang — , 

On a de même 

ABC 

(12) r« = P tang -y = (p— c) cot — = (p - b) cot— . 

Dans le triangle BOC, Tangle BOC est le supplément delà somme des 

angles _ et -=- ; la somme des angles —et— étant égale à -^ ^^ 

on en déduit 

BOC=|+A; 

on a de même 
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Le quadrilatère OBGOa étant inscriptible, on voit que l'angle BOaC 

TT A 

est supplémentaire de BOC et par conséquent égal à -ç s-; let 

G B 
angles AOaB^ AOaC sont égaux respectivement aux angles -5-, -y 



Rayon du cercle circonscrit. 

96. — Considérons maintenant le cercle circonscrit au triangle; 

appelons R son rayon; les droites qui joignent 
aux sommets le centre du cercle formcni, 
avec les côtés, trois triangles isocèles; Tanglc 
BOC (fig. 32) est égal à 2A ou à 27r — 2A; si du 
point on abaisse une perpendiculaire OD sur 
le côté BC, Tangle BOD est égal à A ou à 
TT — A; dans le triangle rectangle BOD, on a 




a 



Fig. 82. 



— = R sin A; d'où Ton déduit 



2R = 



a 



2R 



sin A sin B sin C ' 

et en multipliant par bc les deux termes du premier rapport, 

abc abc 

bc sin A 2S 

On a ainsi 

abc abc 

^S 4 ^p{p'-a)(p^b) ip — c) 



(13) 






/ 



a 



a<i f* i« i >*iKi^ PII ST i h M^^^à^idmmmm»^^^ 
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Etésolutlon de» triangles* 
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, )iËi!;ôLtri1[0N tm triaHqli» hbctangles. 

L*atigî« droit èlâot excepté, il reste dans le triangle cinq 
éléments à cônfeidéi^er : oti peut donner à volonté, soit un côté 
et un angle, soit deux côtés Quand on donne un côté et un 
angle, le côté peut être Thypoténuse ou un côté de l'angle 
droit, ce qui fait deux cas. Quand on donne deux côtés, ces 
côtés peuvent être ou l'hypoténuse et un côté de Tang^ droit,, 
ou les deux côtés de Tangle droit, ce qui fait deux autres cas. 
On a en tout quatre cas à considérer^ 

Premier cas. 

9G. — On donne Thypoténuse a et un angle B. Le triangle 
existe toujours. 
On aura le second angle par la relation 

(!) C=;:90^ — B. 

On calculera les deux côtés de l'angle droit par les formules 

(2) i=asinB, c = acosB. 

Deuxième cas. 

«jf«jf . — On donne un côté b de l'angle droit et un angle B. Le 
triangle existe toujours. 
On aura d'alord le second angle par la relation 

( ( ) = 90*^— B. 

On calculera l'autre côté de Tangle droit et Fhypoténuse par 

les formules 

6 

(2) {? = 6cotB, a=: . p , 

\^J ' sm B 
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Traitième coê^ 

98. -^ On donne Thypoténuse a et le oôtô b de l'angle droit. 
Pour que le triangle existe, il faut quo Thypoténuse a soit plus 
grande que b. 

Qq dAterminevii l'autre eôté de l'angle dfoit pso^ la formude 

c=}fa^ — b*. 
Afin de rendre cette formule calculable par logarithmes» on 
remplacera la diflâi^enod des carrô» par ua produit, ce qui 
donne 

Quant aux angles, on les obtiendra directement par la formule 
(2) 8inB=coBC=: 

99. — Remarque. Nous avons déterminé les deux angles 
aigus par un sinus ou un cosinus. Si l'angle G est petit, ou 
l'angle B voisin de 90**, cette détermination de l'angle n'offrira 
pas une approximation suffîsantei comme noua l'avons expliqué 
aux n** 57 et 63. Pour éviter cet inconvénient, il vaut mieux 
déterminer les angles par leurs tangentes. On a, en vertu des 
formules (15) du n* 37,. 

. G 

G 2 _ 1 /l-^cosC 

tang-5-=3 — 



i-=P/i 



- + COSC ' 
et, en remplaçant cos G par sa valeur — , 

Quatrième cas. 

l go. ^ On donne les deux côtés de l'angle droit ft et c. Le 
triangle est to\]QOun possible. 
On déterminera d'abord les angles par la formule 

(1) tangB=5:cotC=: ^ 
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Connaissant les angles, on calculera ensuite Thypoténuse par 
la relation 

(2) «=--^- 

sin B 

St. — Remarque. On aurait pu déterminer directement 
rhypoténuse au moyen de la formule 

(3) a = V6« + c*. 

Mais cette formule n'étant pas calculable par logarithmes, il 
vaut mieux suivre Tordre que nous avons indiqué, c'est-à-dire 
calculer d'abord les angles pour en déduire ensuite l'hypoté- 
nuse. 

Cependant on pourrait se proposer de rendre la formule pré- 
cédente calculable par logarithmes. On y parvient à l'aidé d'un 
angle auxiliaire. Ecrivons, en effet, 



1 <» I 



«=^l/i+^ 



et, désignant par f un angle auxiliaire, posons 

(4) tangy = — ; 

nous aurons 

f 



+ COS* 



ou plus simplement 

(5) a = -T^ — 

^ ' siny 

Cette dernière formule est calculable par logarithmes ; mais, 
pour l'appliquer, il faut calculer préalablement l'angle f ; or 
cet angle auxiliaire f n'est autre chose que Tangle B du trian- 
gle, de sorte que cette méthode ne diffère pas du tout de la 
méthode de résolution complète que nous avons exposée. 

RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES. 

Il y a quatre cas à considérer, suivant que l'on donne un 
coté et deux angles, deux côtés et l'angle compris, deux côtés et 
l'angle opposé à l'un d'eux, ou les trois côtés. 
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' ' Premier cas. • »*^* '-* 

8t. -~ On donne un côté c et les deux angles adjacents À et 
B. Pour que le triangle existe, il faut que la somme des deux 
angles donnés soit moindre que 1 80". 

On déterminera le troisième angle par la formule * 

(1) G = 180» — (A+B). 

On déduira les deux côtés inconnus des relations 

abc 



sin A sin B sin G * 



d'où 



,^, csinA , csinB 

^ ' smC sinC 



Deuxième cas. 



«• 



88. — On donne deux côtés a et 6 et l'angle compris C. Le 
triangle est toujours possible. Nous supposerons a> b. 

On calculera d'abord les deux autres angles A et B, et ensuite 
le troisième côté c. On connaît déjà la somme des angles A et 6, 

A+B=180^ — C, 
d'où 



A±A= 90. --?. = <.. 



(1) 2 -- 2 

Pour avoir -leur différence, on considère les deux rapports 
égaux 

sin A sin B 

a b ' 

On sait que, si Ton fait la somme ou la différence des numéra- 
teurs et des dénominateurs, on obtient deux rapports égaux à 
chacun des rapports proposés et par conséquent égaux entre 
eux, 

sin A + sin B sin A — sin B 
a-^-b a — b * 



d'oïl 



sin A — sinB a — b 



sin A -j- sin B a + 6 



'9^ 
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Si Ton transforme en pixkluits la comme et la différence des 
3lnuSy il vient 

^ . A— B A + B A— B 

sinA — smB 2 2 ^^ 2 



T~*"''~"'î!r^^"^^*'^r^*^T^^"*' iGSS ■■>— I ji I 



smA + sinB o.^^ — ^ • A + B^ A+B' 

«008 "5 — -»m ■ ^ ' ■ » ^WQ£ — ^- — 

et par suito 

teng 



A— B 



m^^mmmmm^ 



a — b 



mr^"^^- ■ . I , <■ 



tang— ' ^ 



■'«^«'w 



•-• • 



d'où 
(2) tanç— ^ - ■ a + b 

A Taide de cette formule calculable par logarithmes, on ob- 

A — B 

tiendra la demi-différence — 5 — . Connaissant la demi- 
somme et la demi* di£E6rence, une addition et una soustraction 
donneront immédiatement les angles A et B, Si nous dési-- 
gnons, en effet, par p la demi-différeuce donnée par la for- 
mule (2)9 nous aurons 

A + B A— B _^ 

""2 -*' ~2~-^' 
d'où 

A = (x + p, B = a — p. 

Quand on a trouvé les angles du triante, on obtient le troi- 
sième côté par la relation 

sin A sin G 

a * 

doù 

/o\ ^ a sin C 



sin A 
On peut aussi déterminer c à Faide de la formule 

(a — 6)co8--- , -, . 

a\ /,_ 2 _ (a~&)sm« 

(4) c -j^zTb àTp ' 

sm—^ 

ç[ue l'on déduit de h relation (8) du nt 73. Cette dernièro for- 



RÉSOLUTiaN 0B8 TRUNGJLES. «1 

anule n'exiee 91e deax logaiithmsa nouveaux, «aiidi» quQ la 
jpréûédeate en exige toois^ 

•â. -^ Remarqw. Qn pourrait se propoMï de oàkmleç di*i 
rectement Iç tirçisi^me CQté c du triangle sans cçilculer préala- 
blement les 9,ngles. Ce troisième côté est donné car la formule 

c = V<^* + &* — 2ct6 cosÇ. 
Mais cette formule n'est pg,^ calculable par logarithmes. On la 
rend calculable en récrivant sous la forme 



^ = L/ (»•+&>) /008» I + sin» Il — 2ab Icos» ^ — ^^^ j\ 

/ I' ■ . ^ 7Î ■ — ' q" 

« = L/(^ + 6» -^ 2at) CQS» -g- + (a» + 6« + 2a&) sin» y » 

«;b [/ (« — Ô)*«»* Y "*"<** ^ *)***''* Y ' 

- 

= (a- 5)C03-|J/ 1 +-g±|-tang»-| . 

G C . 

On a multiplié a^ + ft* par la quantité cos« — + sin* y qui 

C . , G 

est égale à Tunité, et on a remplacé cosC par cos* — -* sm* -g- ; 

Q 

puis on a groupé les termes qui conllenneat cos* — ©n fao- 

teur et ceux qui oqntieunent si»* -^ \ eiifin, on a mis en fac- 


teur en avant du radical [a — h) cos — • Déi^ignons jiar y un 

angle auidUaire âétenninâ par la foramle 

(a — b) cot-^ 
(5) tang y = — 



a + 6 



nou» attroQs 



(a — b) cos -^ 

(6) c= : — " t » 

^ ' sin y 
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La formule est rendue calculable par logarithmes ; mais il 
faudra calculer préalablement Tangle auxiliaire 7 et cet angle 

X B 

est précisément l'angle — - — donné par l'équation (2); d'ail- 

leurs la formule (6) est identique à la formule (4). On retombe 
ainsi sur la méthode de résolution complète, telle que nous 
l'avons exposée. 

Troisième cas. 

96. On donne deux côtés a et 6 et Tangle Â opposé à l'un 

g d'eux. Nous rappellerons d'abord en 

y^/K peu de mots la construction géomé- 

/^ / I \ trique. Sur un des côtés de l'angle A 

y^ ^ / j \ (fig. 33) on porte AG = ft ; du point G 

^ '^^^-—'^i' comme centre, avec a pour rayon, on 

^*fi^- 35- décrit une circonférence ; les points où 

elle rencontre Tautre côté déterminent le sommet B ; il y a 

donc 0, 1 ou 2 solutions, suivant que la circonférence coupe le 

côté en 0, 1 ou 2 points, à droite du point A. La discussion est 

résumée dans le tableau suivant : 

A^QO»^"*^*' solution, 

(a>6, IsoL, B<90% 

a>6, 1 sol.,B<90% 

A ^ 90O / l « < A, sol. 

/ a > /i, 2 sol., B' < 90% B'' = 180* — B', 

(A désigne la perpendiculaire GP abaissée du point G sur le 
côté opposé). A l'inspection des données, on peut donc dire 
d'avance combien la question admet de solutions, excepté 
lorsqu'on a à la fois A < 90* et a < 6 ; dans ce cas il faut com- 
parer a h, h y mais A=& sin A ; le calcul de Tangle B lèvera 
toute ambiguïté. 

Dans les cas non douteux, l'angle B est aigu et donné par la 
formule 

ti\ • D isinA 
(1) smB = • 

^ ' a 
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On a ensuite 
(2) G = 180« — (A + B), 

' sm A 

Dans le cas douteux, on appliquera encore la formule (1). 
Si Ton trouve pour log sin B un résultat positif, c'est*à-dire 
pour sin B un nombre plus grand que Tunité, il y a évidem- 
ment impossibilité ; si, au contraire, on trouve pour log sin B 
un résultat négatif, c'est-à-dire pour sin B un nombre plus 
petit que Tunité, cela indique que le côté a est plus grand que 
b sin A ou que la perpendiculaire A, et il y a deux solutions. 
L'un des triangles admet Fangle aigu B^ donné par la table, 
Tautre Tangle obtus supplémentaire B'^= 180' — B^ Les deux 
valeurs correspondantes de l'angle G sont 

C = 180° — A — B' = B'' — A, 
a' •— 180» — A — B'' = B' — A. 
On a ensuite 

a sin C ,, a sin C 



sin A ' sin A 

On aurait pu se dispenser de toute discussion ; car, pour ré* 
soudre le tiiangle, on se sert uniquement des formules (2) du 
n» 69 ; et on sait que tout système d'éléments satisfaisant à ces 
équations constitue un triangle. 

Une vérification assez simple se présente dans le cas où il y 

a deux solutions : on calculera AP = 6 cos A, et on verra si 

c^JLcff G' C" 

j^p s=: — —— ; on pourrait aussi calculer PB' = a sin 

et la valeur trouvée devrait être égale à — r . 

l gn. — Bemarque. On pourrait se proposer de calculer direc- 
tement le côté c. Ce côté est donné par l'équation du second 

deffré 

a^ = i* -f. c* — 2bc cos A, 

ou 

c* — 2&C cos A 4- 6* — a« = 0. 

On en déduit 

c = ô cos A ± V 6* cos* A — 6* -f a* , 
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et, plus simplement, 

c = 6 co$ A ± Va* — fc* sin* A. 

Mais cette formule n*est pas calculable par logarithmes. Pour 
la rendre calculable, on écrira 

y >■■< j II 

(? w 6 oos A ± <» ly/ 1 ^ ^' ^^^' \ , 

et Ton posera 

//x . ft sin A 
\V Siuay =w "n ; 

d'où 

(5 = 6 cos A + fl& cos y =; a ( — cos A db cQs î>i 

A fi{n ta 

Si l'on remplace — par w yaleur ■ . ! ■ tiré^ de k relation 

O' sm A 

(4), il vient 

/p.^ a sin (•± A) 

(5) c = /^~ ^ . 

sm A 

L'angle auxiliaire y, que l'on peut toujours supposer aigu, étant 
le même que l'angle B', on retombe sur la méthode de résolu- 
tion que nous avons exposée. Sans se préoccuper de ta discus- 
sion précédentOi on peut dire que toule valdur positive de c 
e&ft âdmiiâiblft» 

Quatrième ça$^ 

69 . -^ Oo d.oîn!ie l96 trois côtés ei, fr, ^ Pow que le triangle 
existe, il est nécessaire et iltuffit que le plus grand eôté soit 
plus petit que la somme des deux autres. 

Nous avons trouvé (n^ 71) rQ;çpvesaiaa des angles o^ &>nc- 
tion des côtés. La détermination par les sinus ou les cosinus 
pouvant ne pas» offrir une appro^iwatton aufflsdQte, nouji em- 
ploierons les tangentes de préférence et nous oiJculerûna les 
trois angles par les formules 

^ 2 y fip-») » 



I 



»-^ 



1/ 



lùbacaimw des tbungles. ^i 



-«T=l/S^ 



-b} 

Le calcul des trois angles par les tangeafes n'exigQ que la 
recherche de quatre logarithmes, ceux de p, p— a, p — &i p— ^ • 
tandis que le calcul" par les sinus en exigerait six, ceux de 
^, 6» 0, p ~«F, p^b^P'^a, et le ealcal parlet cmiaos tept/ 
les. six pcjcMootoih et m wUt^ caluÂ dj9.pu Mai» le pciacie»! 
avantage des formules qui déterminent les wgtf» paf l^vurs 
tangentes consiste daos m» plus grande approximation (n® 63). 

Nous anwn rappo»» le plus grand côtAA plnepettt que la 
somme des deux autres, c'est-à-dire 

a < 6 + c; 

ajoutant a de part et d'antre, il vieRl 

2a < a 4- 6 + c = 2p, 

ou «^<P% 

Oa aura à» ptaa forta raJLSoa&<Pt c <|i, ei lie» troin diffâ- 
Keacea p -^ <^i. |> — 6» jpi -- c seront positive*. 

Quand 00 auxa aiosl calculé séparémeut cbacua des trois 
angles, on fera leur somme et l'oa demra trouver 180% ce qui 
donne une vériâcatioa trèa*simple. 

RENDRE UNE PORICULB GAXGUgLBLB PAR LOGARITHMES. 

SS. — Lortqu'iiQe jR^rmule n^eet pas cal^ilahle par loga- 
rithmes, on essaye de la transformer pour la rendre calcu- 
lable ; c'est ainrà qu^au n'^ 40 xiou3 avons trrtnsformé en pro- 
duits des sommes et des différences de sinus ou de cosinus. 
Quand on veut dâtenniner les angles d*uu triangle connaissant 
les côtés, on obtient d'abord cos Â par une formule non calcu- 
lable par logarithmes fn* 71); par des transformations conve- 

A A 

nables, nous en avons déduit les valeurs de sin rr- et de cos -tr-, 

2 2 

qui sont calculables par logarithmes. Mais ordinairement ce 

genre de tranafonoatioas o'est pas possiUe^ ei il faut avoir 

recours h des angles iinôUairee coôime naos Tavous lait aui: 

û- 81, 84, 86, 
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Lorsqu'on a à calculer un binôme de la forme a?= M ± N, 
les monômes M et N ne contenant plus le signe -|- ni le signe — , 
ce qu'il y a de plus simple à faire est de calculer séparément 
M et N ; mais si le binôme entre sous un signe d'opération, 
comme dans les expressions 

a? = V'M±N, a? = log(M±N), sina? = M± N,.... 

il sera préférable de transformer la formule au nâoyen d'un 
angle auxiliaire. 



V 



emploiera Tan* 



gle auxiliaire f> donné par la formule 

tang*y=— ; 
d'où 

VIT 

COSy 

On obtient l'inconnue x par deux opérations logarithmiques, 
au lieu de trois qu'exigerait le calcul direct, savoir : une pour 
trouver la valeur de M, une pour trouver celle de N, et une 
troisième pour la racine carrée. 



1/ 



N i — 

8in>«=^rr-, d'où ar = vMxcosf. 

M 

3* sin a? = M + N = M 11 ^—rr}- 0*^ posera encore 

N M 

tang* y = -rn- î d'où sin x = r— • 

> ° ^ M ' cos*î> 

4* sin J7 = M — N = M(1 — — |. Si M est plus grand que 
N, on posera 

cosy = -rT-, d'où sina? = M(i — cos î») =2M sin*-^» 

Lorsqu'on a à calculer une expression trinôme, le moyen le 
plus simple est de calculer chaque terme séparément. Mais si 
l'expression trinôme entre sous un signe d'opération, il sera pré- 
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férable de se servir d'angles auxiliaires. Soit ar= VM+N — P ; à 
l'aide d'un premier angle auxiliaire ff déterminé par la formule * 

on a _^ 

^^ . XT M I / M 

M + N= r-i ^ = 1/ i p* 

' COS'y ■/ COS'f> 

Au moyen d'un second angle auxiliaire ^ donné par la formule 

, , P cos* 9 

>i a enfin ^ * 

v/M sin^ 
cos 7 

On arrive ainsi à la valeur de x par trois opérations au lieu de 
quatre qu'exigerait le calcul direct. On opère de la même ma- 
nière, quel que soit le nombre des termes. 



K — On a souvent à résoudre l'équation 
(i) a cos a? -j" ^ sin 0? = c. 

Si Ton remplaçait sin x par sa valeur it V i — cos^ x , on arri- 
verait à une équation du second degré en cos œ ; mais la for- 
mule qu'on en déduirait pour déterminer Tangle x au moyen 
de son cosinus ne serait pas calculable par logarithmes ; on 
prétend transformer l'équation elle-même. 
Si l'on divise tous les termes par a, cette équation s'écrit 



et, si Ton pose 



CO& xA sin â?= — , 

'a a 



(2) tangy=4-, 



elle devient 



d'où 



a 



cos (a? — y) c 

cos y a 



(3) C08(a? — y)=: -ïj^ . 

On peut supposer l'angle auxiliaire f> compris entre — s- et -j- -5- , 
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puisque, entre ces limites, la tangente prend toutes les valeurs 
de — 00 à -f- 00 . Pour que Tèguation pToposée admette une 

solution réelle, il faut que la valeur absolue de soit 

a 

moindre que Funité. Si — est positif, les tables donneront pour 
X — 7 un angle aigu «, «t Ton aura 

a? — f *= ± a + 2A?ir, 

d'où 

rr = y il a -^ S^TT, 

k désignant un nombre entier quelconque; de sorte que l'équa- 
tion proposée aura une inanité de solutions réelles. Sa — est 
négatif, on cherchera dans les tables l'angle dont le cosinus 

^est-*- ^ .; an -en pneodra le «u^^plécaesit «, et la même 

formule donnera les valeurs de x. 



K — Nous examineroQS encore quelques exeoojdes de résolution 
de triangles, lorsqu'on donne, non pas trois éléments mêmes du 
triangle, mais trois combinaisons de ces éléments. 

lo Késwdu un triangle rectangle, ^xmaUsant l'hypoUnitse a et 
la somme b + cdef deux autres côtés. — Ûes relations ^ = a sia B> 
c = a sin G, on déduit 

6+€=a {«i3i»+€ia C)««a Au ii^^o» 1^ «fe2oiiin'45*coB 2z£ ^ 
d'où 

B-C 2 

cos- 



2 a sîn 45<» 

Cette formule donne la différence B — G et, comme oa ooBaalt déjà 

la somme B + G = 90o, on en déduira les deux angles aigus du 

triangle. On calculera ensuite les côtés. Pour que le triangle existe, il 

B — G 
faut que la valeur de cos — - — soit plus petite que l'unité, c'est-à- 

dire que 6 + ^ soit plus petit que a /F; on démontre aisément par 
la géométrie que, dans ce cas, il y a une solution et une seule. 

2» Résoudre un triangle r^angle, connaissant un angle aigu B 
et la différence h^c des deux côtés de V angle droit. — Il y a tou- 
jours une solution et une seule. La relation 
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2> — c = a (sin B — sin C) = 2a C08 450 sin .^11-5. 

2 

donne l'hypoténuse 



2 



00s 45* «m — ç<-^ 

30 Résoudre un tHangh, eonnatsiant ta ba^é c, Tânpte au som- 
met G e{ la stmme B,'\*-h des deaâo culres côUs^ -^ On œnnaît la 
somme des anglei A et B, A +B ^ 180" — > G ; t)n déterminera leur 
différence par la formule (m 73) 



2 c 

On calcttlcra enjnite la dilTéreiice des côtt^s .par la /orauiie 

. A-B 

c«n — ^ — 



G 
^^ 

Pour que le triangle existe, il faut que le côté û soit plus grand que 

(a -4^ h) Bin -^ • On démotUre aisénaent que» quand cette condition 

est remplie, il y a une solution et une seule. 

4» Résoudre un triangle^ connaissant les angles et le périmètre 2p. 
— Les angles déterminent la forme du triangle ; si Ton fait croître 
Tun des côtés de zéro à l'infini, le périmètre passe par toutes les va- 
leurs de zéro à l'infini ; ainsi il y a une solution et tme seule. Les 
relations 

a 6 <o a-\^b*-\-c wr 2p 

sîÊTÂ "" sin B *" sïiôrG *~ sin A+sin B+sin G 4co8-- cos--cos — 

permettent de calculer pal* logarithmes chacutt des trois côtés du 
triangle. 

50 Résoudre un triangle^ connaissant la base c, un angle adja- 
cent A et la somme a 4-l> ^^ ^^^ autres côtés. — Les "relations 

abc a+ô— c 2(p -*- c) 



^m^ »»M. yàÊ^mi^mmm»»^ * ■ ■ ■ — ^-^-^i^ 



sin A sinB sinC sin A+sinB— sinG .„. A ^. B G 

' 4 sm -^ sm -^ cos -s- 

flonnent 

2p 2(p--c) 

, A B G"^,.A.B G* 
4 cos-^ cos Y cos -ô- 4 sm -ô- sm -^ cos -^ 
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g (p-c)cotA 
tang— = 



2 V 

6<> Résoudra un triangle, connaissant un côté a, Vangh opposé A, 
^t la perpendiculaire b abaissée du sommet A 5t/r /e côté a. — Celte 
perpendiculaire AD détermine sur le côté a deux segments, égaux, 
respectivement à /i cot B et ^ cot G ; on en déduit 'équation 

a = yi(cotB+cotC) = /.^'."<?t^'= .^r^ . 
^ sin B sin G sin B sin G ' 

^_ "ih sin A 2h sin A 

cos (B — G| — cos (B + G) "" cos (B - G) +cos A ' 

cos (B — G) = sin A — cos A. 

a 

Pour rendre cette formule calculable par logaritbmes, on posera 

tang, =4-, d'où co8(B-C)=.2£4i-lil. 
2/» sm^ 

•Connaissant les angles, on déterminera les côtés par les formules 

0S=^. ^- (?=—-; :=r- , 

smC • smB 

^déduits des triangles rectangles ACD, ABD. Pour que le triangle 

A a 
existe, il faut que Ton ait tang — < -^r- ; et, quand cette condition 

jest remplie, il y a un triangle et un seul. 

70 Résoudre un triangle connaissant le côté a, la hauteur corres- 
pondante b, tt la différence B ~ G 6fe5 deux angles adjacents. — 
L'équation 

— sin A — cos A = cos (B — G), 
a 

que nous ayons employée dans la question précédente, détermine 
l'angle A. A Taide de Tangle auxiliaire 7, elle devient 

sin (A — = cos (B — G) sin f. 
L'angle f étant compris entre et —, Tangle A— r est compris 

-entre — — et w. Lorsque la valeur de sin (A — f) est négative, en 

appelant « l'angle des tables qui admet le même sinus cbangé de 
signe, on devra prendre A — y = — « ; d'où A = ?> — « ; cette va- 
leur est admissible si elle est positive. L'orsque la valeur de sin (A — 7] 
•est positive, en appelant a Tangle des tables qui admet le même sinus, 
on devra prendre A — r =;« ou A -i- 1> = 7r= a ; d'où A = d^-oc 
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OU A = ir + ? — «; la première valeur de A est toujours admis- 
sible : la seconde ne sera admissible que si elle est moindre que ir. 

On déterminera ensuite les côlés comme dans la question précé- 
dente. 

8» Résoudre un triangle^ connaissant les trais hauteurs m, p, 7. -- 
On a 

^""1/ (a + 6+c) (6 + c-a) • 

Les produits a», b^, cy étant égaux chacun au double de la surracc, 
et par conséquent égaux entre eux, les côtés a, b, c sont proportion- ^ 

nels aux quantités «' = — , p' = — , y' r= — .Si, dans la formule 

« P 7 

précédente, on remplace a, 6, c par ces quantités proportionnelles, la 
formule devient 



2 [/ («' 






Quand on a calculé les angles du triangle, on obtient facilemont les 
côtés en résolvant des triangles rectangles. Pour que le Irianglu l'xisu». 
il faut que chaque hauteur soit plus petite que la somme ik'^ (!< nx 
autres. 



Vi 



t 
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•A^ppllcatlons* 



▲PPUGàTIQNS J^UU^aïQUES. 

Premier exemple. 

Ol — Résoudre tm triangle et calculer sa surface, connaissant un 
côté a = 853»,416 et les deux angles adjacents B = 7-2M3'45^,8, 
C = 64»28'30''. 

On se servira des formules (no 82) 



a sm B 

D=S : T — 1 

sin A 



asin 
sm A 



S = 



a» sin B sin G 



2 sin A 



a =: 853,416 
B = 72•l3'45^8 
G = 64»28'3(r 



TABLEAU DU CALCtJL. 

B-|-G=136*42'15'',8 
A= 43n7'44''',2 



loga 
log sin B 
log sin G 
log sin A 



2,9311608 
T,9787674 
1,9553978 
1,8361738 



Galcul de b. 
log a=2,931 1608 

logsinB=T,9787674 
.log8inA=0,t638262 



log 6=3,0737544 
d=il85,098 



Galcul de c. 
loga=2,9311608 

log sin G=T,9553978 
-log sin A=0, 1638262 



log c=3,0503848 
c=l 123,013 



Galcul de S. 
2 log a=5,8623216 
logsinB=r,9787674 

log sin G=T,9553978 
-log sin A=0 1638262 

—log 2 =7,6989700 

log S =5,6592830 
8=456334,2 m. carrés. 



Deuxième exemple. 

B» — Résoudre un triangle et calculer sa surface, connaissant 
deux 'côtés à = 3246-,927, 6 = 2854" ,031 et Fangle compris 
G = 48*45'2^'42. 



APPLICATIONS. 

On emploiera les formules démontrées au a* 83^ 
«=±±i=90--^, taDgp=tangA=B.^(a-^)tang. 



01 



c = 



(g — b) sia g 
sinp 



S = -7- a& gin G. 

.2 
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= 3246,927 
b s= 2854,031 
G = 4b*45'2'',42 



Calcul de ^ ^ ^ = p. 

log (a — 6) = 2,5942776 
log tang « = 0,3438048 

log(a + 6)=X2146019 

log tang p :=:T,t526843 
p = 8* 5'2F,27 
A = 73•42'50'^06 
B = 57«32' 7^52 



a + b 
a — t 
G 
2 
A+B 



= 6100,958 
1 392,896 

4i=24*22'3r,21 
= 65•37'28'^79 



Calcul de c. 

log (fi — 6) = 2,5942770 

logsincc =7,9594523 
-.log8inp = 0,851t)586 

log c = 3,4053885 
c = 2543,247 

Calcul de S. 

log a = 3,5114725 
log b = 3,4554587 

log sin G =718761298 

— log 2 =1,6989700 

log S = 6,5420310 
S = 3483623 m. carrés. 



Troisième exemple. 

\. — Résoudre un triangle, connaissant deux côtés a=853'",416, 
6 = 1185,098, et l'angle A = 43M7'44'^2 opposé au premier côté. 

L'angle A étant aigu et le côté opposé a plus petit que le côté 
adjacent b, on ne sait pas si le triangle existe ; un premier calcul est 
nécessaire pour le décider (p°.85). Si la question est possible^ elle 
admettra deux solutions. 



- - - 



iOO 
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Calcul de B. 



8inB=: 



b sia A 



logb = 3,0737543 

logsin A =1,8361738 

— loga = 3",0688392 



F= 72•13'45^59 
B'-' = 180» - B' = iOVW\¥M 
G = B^ - A = b4*-28'3(r',2l 
G'' = F -A= 28*5()' F,39 

log sin B = r,9787673 

Puisqu'on trouve pour log sin B une quantité négative, on en 
conclut Texistence de deux triangles. Les tables donnent l'angle 
aigu B'î GH admettra aussi Tangle obtus^supplémentaire B^. 

Calcul de e. 
a sinC 



C=z 



8in A 



log a = 2,9311608 

log sin C =T9553980 
^logsin A = 0,1638262 

log (/ = 3,0503850 
C = 1123,014 



.// 



log a = 2,9311608 

log sin C'/ =7,6846636 
-log sin A = 0,1638262 

log c'' = 2,7796506 
&' = 602,0750 



Vérification. — Dans le triangle isocèle B'CB''', on calculera la 
base par la formule 

B'B'' = 2a cos B'. 
log 2 = 0,3010300 
log a = 2,931 1608 

log cos B' =1,4845957 

log B'B'' = 2,7167865 
B'B'' = 520,9386 
c'-<f=: 520,939. 

Quatrième exemple* 

0â. — Calculer les angles et la surface d'un triangle dont les trois 
côtés sont 

a = 3246»,927, b = 2854»,831, c = 2543»«,246. 

Le plus grand côté a étant plus petit que la somme des deux 
autres, le triangle existe. On obtiendra les trois angles et la surface 
par les formules (no 87) 
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a = 3246,927 
6 = 2854,031 
c = 2543,246 

2p = 8644,204 



TÀBLKAU DU CALCUL. 

p = 4322,102 
p- a = 1075,175 
p - 6 = 1468,071 
p — c = 1778,856 



logp =3,6356950 
log (p-a)=3,0314792 
log(p-6)=3, 1667470 
log (p-c)=3,2501408 



Calcul de A. 

log (p - 6) = 3,1667470 
log (p - c) = 3,2501408 

log p = 4;3643050 

log (p — a) = 4;9685208 

1,7497136 
logtangA=T,8748568 

^=36*51'25'',02 
A = 73M2'50>'/,04 



Calcul de C. 

log (p^a) = 3,0314792 
log ^p — 6) = 3,1667470 

- log p = 1,3643050 

— log (p — c) = 4;7498592 

T,3123904 
logtaDg^=T,6561952 

^ = 24•22'31^21 

C = 48H5' 2'',42 
Vérification : 



Calcul de B. 

log {p-a)=; 3,0314792 
log (p — c) = 3,2501 408 

— log p =1,3643050 

- log (p — b) =1,8332530 



B 



1,4791780 



log tang~= 1,7395890 



B 



= 28•46'3'^77 



B = 57*3^'7'',54 



Calcul de S. 

log p = 3,6356950 

log {p^a)=:i 3,0314792 
log (p '- b) = 3,1667490 
log(p — c) = 3,250 1408 

13,0840620 
logS = 6,5i203lO 
8=3483623 m. carrés. 



A = 
B = 
C = 

A + B + C = 180» 



73*42^50^,04 

57*32' 7>'^54 
48*45' 2",42 
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OPÉRATIONS SUR LB TERRAIN. 



Quand on opère sur le terrain, on imagine les points que 
Ton considère joints par des droites idéales; on détermine avec 
beaucoup de précision les angles que ces droites font entre elles, 
à l'aide de divers instruments, tels que la boussole, le grapho- 
mètre, le cercle répétiteur, dont la description ne peut trouver 
place ici. La mesure des longueurs est beaucoup plus pénible 
que celle des angles, aussi on n^en mesure en général qu'une 
seule, et cela suffit toujours ; la droite à mesurer est indiquée 
par des jalons intermédiaires, et on obtient sa mesure avec 
la chaîne d'arpenteur, ou mieux avec des règles divisées. 
Voici quelques exemples. 

Déterminer la distance d'un point accessible à un point 

inaccessible. 

96. — Soit A le point accessible et B le point inaccessible, 

^u dont on est séparé, par exemple, par 

/' \ une rivière (fîg. 34) ; à partir du 

point Â on jalonne sur ta rive où 

Ton se trouve une droite AC , que 

Ton mesure ainsi que les deux 

Â ~c angles BAC, ACB ; connaissant trois 

Fig. 34. éléments du triangle ABC, on peut 

obtenir le côté AB par le calcul. 

Déterminer la distance de deux points inaccessibles. 

Supposons maintenant les deux points A et B (fig. 35) 

.>.B sur une même rive du fleuve et 

l'observateiu* sur l'autre ; on 

; \ ^^ ><: ^L.^-^^^ trace une base CD et l'on obtient, 

; _JVV:^=^^-^^ comme dans le cas précédent, les 

^ longueurs CA et CB ; on mesure 

1 / \ / ensuite Tangle ACB. Connaissant 

^yL. liijj dans le triangle ABC deux côtés et 

Fig. 35. Tangle compris, on pourra calcu- 

ler le côté AB. Lorsque les points A, B, C, D sont dans uu 
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D D 



O D 



\ 



\ 



A 



A^C' 



Fig. 36. 



TOéme plan, l'angle ACB est la différeDce des deox angles AGD, 
BCD, déjà mesurés. 

Mesurer la hauteur d'une tour dont la base est accessible. 

07. — Supposons la base A située sur un terrain horizontal,^ 

ou du moins sur un terrain où 
Ton puisse jalonner aisément une 
droite horizontale ÂC {&g* 36} ; 
on mesure cette droite et on 
\ place le cercle gradué en C en le 

\ disposant dans le plan vertical 

qui passe par le point A; le cercle 
donne l'angle formé par le rayon 

HJ m. visuel C'B et Thorizontale C'A' ; 

la connaissance de deux des élé- 
ments de triangle rectangle A'BC 
permet de calculer A'B ; cette droite, augmentée de la lon- 
gueur du pied de l'instrument, est la hauteur de la tour. 

Mesurer ta hauteur d'une moniagine ainkssus du mveau de 

la f laine. 

•#. -*- Daiis la plaine on trace mie droLt» arbitraire BC 
(flg. 37) que Ton mesure, ainsi que les angles ABC, ACB, 
formés par la droite BG avec les rayons visuels menés des points 
B et C au sommet A de la montagne ,* puis au point B, par 
exemple, on place le cercle dans le plan vertical mené par la 

droite BA, et l'on détermine 
l'inclinaison de cette droite sur 
l'horizontale BD. (Dans le cas 
particulier où la ligne BC se 
trouve avec le point A dans un 
même pian vertical, cet angle 
est le supplément de ABC.) Les 
trois premières mesures don- 
nent trois éléments du triangle 
Fig. 87. ABC, on peut donc calculer BA ; 

on détej-minera ensuite la hauteur AD par le triangle rec- 
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tangle ÂBD ; en y ajoutant la longueur du pied de l'instru- 
ment, on aura la hauteur de la montagne. 

Ce procédé peut être employé pour obtenir la hauteur du 
faite d'un édifice dont la base inaccessible se trouve de niveau 
avec la plaine. 

Trois points A, B, C, étant situés sur un terrain uni et rap- 
portés sur une carte, déterminer le point P, doii les distances 
CA et CB ont été vues sous des angles qu'on a mesurés. 

. — Soient a et/3 (fig. 38) les angles sous lesquels du point 

P ont été vues les distances ÂC et BC. 

Il est facile de déterminer la position 

.^ ; , • ^^^ du point P sur la carte par une con- 

\ "^^i»l/!.--^ --^^ struction graphique ; il suffit de dé- 

" '"^'^.^ ^y dire sur la droite AC un segment 

^'ig* 38. capable de Tangle a, sur la droite BC 

un segment capable de l'angle p, et de prendre l'intersection 
de ces deux cercles. 

On déterminera avec plus de précision la position du point P, 
en calculant les deux angles CAP, CBP, que nous désignerons 
par X et y. Nous représenterons d'ailleurs par a et i les lon- 
gueurs connues AC, BC, et par 7 l'angle ACB. Dans les trian- 
gles ACP, BCP, on a 

^_ a sin ar h sin -v 

CP= : = r— -^; 

sm ac. sin 6 ' 

d'où 

sin X __ sin y 

6 sin a a sin p * 

et, en combinant ces deux rapports égaux par addition et 

sousti^action, 

sin X -{-Any sin x — sin y 

6sin« + ûsinp 6sin« — asinp * 
ou 

sin X — sin y i sin a — a sin /3 

sin X -\- sin 1/ i sin a -}- o^ sin |3 ' 

si l'on remplace par des produits la somme et la différence 
des sinus, il vient 



tang 
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x — y 



2 & sin « — g gin p 

a? 4- 1/ 6 sin « + a sin 8 * 
tang — ^-^ ^ ^ 

On connaît la somme des deux angles ar et y ; car dans le qua* 
diilatère PACB, on a 

De l'équation précédente on déduit la différence 

2 2 6 sin a -f- û^ sm /3 

n s'agit de rendre cette formule calculable par logarithmes. 
Écrivons-la sous la forme 



1 — 



a sin /3 



tang -ÎZJ^ = tang ^X ^ 

2 2 a sm |3 



f 



!» sin 0c 
•t posons 

a sin ô 
tang y = . . ^ ; 
6 sm « ' 

le second facteur devient 

et Ton a la formule 
(2) tang -^^ = tang .f±^ tang (45* - y). 

Il est un cas où les deux angles a et /3, sous lesquels du point 
P on voit les deux distances ÂG et BG, ne déterminent pas la 
position de ce point ; c'est lorsqu'on a a + P + 7 = 1 80* ; dans 
ce cas, le quadrilatère ÂGBP est inscriptible dans un cercle ; 
les deux circonférences décrites sur AG et sur HG coïncident, 
et il y a indétermination. En appliquant les formules précé- 
denteSi on trouverait * 

â? + y_ sin_a_8in£ 

a 
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et par suite, 

7 = 45*, tang 
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TRIANGULATION. 

160. — Pour effectuer une opération géodésiqae sur une 
grande étendue de pays, on recouvre le pays d*un réseau de 
triangles, on mesure avec des règles une base dans les condi- 
tions les plus favorables, et avec un bon cercle les angles de 
tous ces triangles. Puis, partant de la base, on détermine de 
proche en proche par des calculs trigonométriques les côtés 
de tous ces tnangles. 

Nous citerons, comme exemple, la 
triangulation qui a été exécutée dans le 
xvn* siècle (16&9 et 1670) par l'astronome 
Picard, entre Malvoisine et Amiens, sur 
un espace d'environ 22 lieues. Cette 
opération est restée célèbre dans l'his- 
toire de la science : c'est la première 
opération précise qui ait été faite pour 
aniver à la connaissance exacte de la 
grandeur de la terre. Les résultats trou- 
vés par Picard ont d'ailleurs servi à 
Newton pour vérifier sa loi de l'attraction 
universelle. La base a été mesurée entre 
Villejuif et Juvisy, tout le long du grand 
chemin depuis le milieu du moulin de 
Villejuif jusqu'au pavillon de Juvisy ; 
Picard plaçait simplement ses règles sur 
le pavé du chemin qui est très-uni ; il a 
trouvé 5662 toises & |»eâs, en allant, et 
5663 toises f {âed en revenant ; il a 
pris la moyenne 5663 toises pour lon- 
gueur de sa base fondamentale. 

ft La distance que l'on s'est proposé 

a de mesurer (nous citons les paroles 

de Picard) depuis Malvoisine jusqu'à Sourdon s'est trouvée 
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€ partagée en trois parties : de Malvoisine à Mareuil, de Ma- 
« reuil à Clermont, de Clermont à Sourdon. Ces distances ont 
€ été déterminées au moyen de oyojze principaux triangles 
« représentés par la fig. 39 , les autres triangles ponctués ont 
« servi de vérification. 

oc Voici la liste des staEtions^ et des endFOils précis auiquels 
<t on a pointé pour former les triangles : / 



<( A. Milieu du moulin de yîli^uif. — B. Plus proche coin du pa- 
« Villon de Juvisy. -- 0. Pointe de clocher de Brie-Comte-Robert. — 
« D. Milieu de la tour de Montlhéry. — B. Haut du pavillon de Mal- 
« voisine. — F. Pièce de bois dressée exprès au bout des ruines de 
« la tour de Montjay et grossie de paille* — G. Milieu du tertre de 
« Mareuil, où l'on a été obligé de faire des feux pour le marquer. — 
« H. Le clocher de Saint-Christophe, proehe Senlis. — I. Clocher de 
« Saint-Samson de Compiôgne. — £. Le moulin de Jonquières, proche 
« Compiègne.— -L. Clocher de Coyvrel.— M. Un petit arbre sur la moa- 
<« tagne de Boulogne, proche Ikfoditâidier. — N. Clocher de Sourdon. — 
a AB. Base mesurée entre Tillejuif et Juvisy. — XY. Seconde base me- 
« surée à Fautre extrémité du réseau et devant servir de vérification. » 



Nous proposons aux élèves comsie ëxeccice le calcul des triangles 
successif, dans Tordre même suivi par Picard. 



« 



!• Triangiîe ABC, 



CAB = 54* V3h^ 

ABG = %« 6' 56'' 

ACB = 3()« 48' 30* 

AB = 5«6a toises. 

Donc AC = 1 1012,8a et SC =^ 8954 tioîses; 

• 

• 2* Triangle ADG. 

DAG = 77» 2y 50" 

ADC = 55* 0'l(y' 

ACD = 47*3V 0^ 

AG= 11012,83. 

Donc DC = 1 3 121,5 et AD = 0922,33. 
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a 3* Triangle DEC. 

DEG==74* y 30" 

DCE = 40*3V (y 

CDE = 65M6'30" 

DC = 13121,5. 

■ Donc ^^ DE = 8870,5 et CE = 12389,5. 

a V ^ Triangle DGF 

DGF = 113* 47' W 
DFC= 33» 40^ 0" 
FDG= 32* 32' 20^ 
DG = 13121,5. 
« Donc DF = 21658 toises, 

« 5* ' Triangle DFG. 

DFG = y2* ^Wf 
DGF = 57* 34' 0^ 
GDF = 30* 20^ 40" 
DF = 21658 toises 
« Donc DC = 25643 et FG = 12963,5. 

« 6* Triangle GDE. 

GDE = 12&* 9' 30^' 
DG = 25643 
DE= 8870,5. 

« Donc GE = 31897. Telle est la distance de Malvoisine à Mareûil. 
« Par le calcnl du même triangle, on trouvera les angles DGE = 12» 38' 
« et DEG = 399 12' 30^' tels que d'ailleurs ils ont été trouvés par ob- 
« servation, ce qui sert de vérification. » 

Avant d'aller plus loin, Picard s'est assuré de l'exactitude de cette 
première distance par plusieurs autres vérifications. Il a calculé de 
nouveau AD, au moyen des triangles AOB et AOD ; puis DE par le 
triangle DOE, GE par AGE, DF par AGF et FAD, FG par GAF, GE 
par GDG et GCE. La distance trouvée pour GE par cette seconde 
série de calculs est 31893,50 an lieu de 31897. Picard a pris la 
moyenne 31895 toises. 

7*» Triangle QFG. 

QFG= 36*50' 0^ 
QGF = 104* 48' 30^ 
GF = 12963,5 
Donc QG = 12523. 



/ 
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M* 



8^ Triangle Q6I. 

QGI = 31* 5(K 50^ 
QIG = 43* 3y 30^ 
QG = 12523. 
Donc GI = 17562 toises, QI = 9570. 

Par les triangles FGH et GHI, Picard avait trouvé, pour la dis- 
tance GI de Mareuil à Glermont, une longueur plus petite de 5 toises; 
et il a préféré la première détermination à cause d'une incertitude 
dans le pointé du point H, milieu du gros pavillon ovale du cbftteau 
de Dammartia. 

V Triangle QIK. 

QIK = 49» 20' dQ^ 
QIK = 53» 6' 40^ 
QI = 9570. 
Donc £1 = 11683. 

■ W Triangle IKL. 

LIK = 58» 31' 50 
IKL = 58* 31' 0' 
IK= 11683. 
Donc KL = 11188,33 et IL = 11186,67. 

11* Triangle KLM. 

LKM = 28* 52' 30" 
KLM = 63«31' 0" 
KL = 11188,33. 
Oone LM = 6836,33. 

12* Triangle LMN. 

LMN = 60*38' 0*^ 
MNL = 29» 28' 20^ 
LM = 6036,33- 
Donc LN = 10691 toises. 

13* Triangle ILN. 

ILN == 360* - aLK + KLM + MLN) = 1 19* 32 40^ 

LN = 10691 
IL = 11866,6 
Donc IM = 18905 toises. 

Telle est la distance IN de Glermont à Sourdon. Pour vérifier ces 
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dernières opérations. Picard mesura une seconde base XY de 
3902 toises dans une grande plains enife Goyvrel et la montagne âo 
Boulogne. De cette base, par les Iriangles XYL, XYM,MYL, dont les 
angles ont été mesurés, on déduit ML = 6Û37 toises, au lieu de 6036,3a 
trouvées précédemment; ceci 4oBne à proportion IN = 18907 et 
GI = 17564 toises. La^ikéreoGeest très-ipetita. 

Picard prolongea ses opérations jusqu'à Amiens, au moyen de deux 
trângies, et il lalladiaii ionuéiQau tes;toiirs<ie l^otvfr-JBJneée Paris 
ei rûteervatoinu 



Hêduction Ses cmgles aux centres des slaUons. 

lOi.— Dans les grandes opérations géodésiques, les sommet& 
des triangles sont en général des points très-élevés, comme des 
flèches de clochers ou des mires aux «ommets des montagnes. 
Quand on veut mesurer les angles de ces triangles, il est rare- 
ment possible de placer exactement le cercle au sommet de 
Tangle que Ton veut mesuver ; daas ce cas, on le place à côté, 
dans une position commode, mais aussi près que possible. Ce 
n*est donc pas l'angle même da iriaogle que Ton a mesuré, 
mais un angle qui en diffère très-pen, et il faut faire subir à 
cet angle une petite correction que Ton appelle réduction au 
centre de station. 
Soient ABC (fig. 40) Tub d^ iriangles du réseau, C l'angle que 

Ton veut iBesurer, O le point où Ton a 
placé le cercle dans le voisinage du point 
C ; Vangle mesuré est Tangle AOB; il 
faut en déduire l'angle ACB. Désignons 
par « et p les deux angles très-petits 
OAG, ose, et soit I le point d'intersec- 
ticm des deux droites CA et OB. Dans 
les deux triangles CIB, OIA, les angles 
en £ opposés par le sommet étant égaux 
Fig. 40. entre eux, la somme des autres angles 

est la même ; on a donc 

C + /3 = + «, 
doù 
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Ainsi, pour avoir l'angle cherché ÂGB, il iaut à Tangle mesuré 
AOB, ajouter la quantité « — J3. 

Il 8'agit maintenant de déterminer les angles « et /3. Dési- 
gnons par «^6,0 les longueurs des côtés du tria&gle ABC, et 
par r la distance tiès-petite OC. Dans las triangto AOC^ fiOC, 
on a 

sin« ^in AOG sinjS sin BOG 

~ b ' ~r^~ a ' 



d'où 



rsinAOC . ^ rslnBOC 

sm « = — ■ ' ' -, sm jS == 



On sait (n<* 47) que le sinus d'un arc très-petit ne diffère de 
l'arc que d'une quantité très-petite par rapport à Tare lui- 
même; on peut donc remplacer aj^roximativement sin a et 
sin p par les arcs eux-mêmes « et |3 ; on aura donc 

r sin AOG ^ r sin BOG 



a 

Les angles sont évalués, non par des longueurs d'arcs, mais 
en degrés, minutes et secondes, et, quand il s'aigit d'arcs très- 
petits, on prend pour unité la seconde. Un angle étant évalué 
«n secondes, il est facile de trouver l'arc ocHrespondant, et 
réciproquement. La demi-diconférence comprenant 64S000 



TT 



secondes, l'arc d'une seconde a une longueur égale à • ,^^^^ , 

o48000 

le rayon étant pris pour l'unité. Désignons par o) «cette lon- 
gueur de l'anc d'une seconde. Soit a; la longueur d'un arc 
quelconque» â?^ le nombre des secondes contenues dans cet 

arc, on aura évidemment rr=«4 «, ou inversement a?, =- . 

Mais dans les calculs par logarithmes, on peut remplacer log o^ 
par log sin m ou log sin V\ puisque ces logarithmes ont 
leurs sept premières décimales communes; on a de cette 
manière 

X 

' ^ sm r' 

Ainsi, quand un angle est mesuré par la longueur de Varc 
compris entre ses côtés ^ pour l'évaluer en secondes^ il suffit de 
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diviser la longueur de tare par sin \'. Rédpioqiieiiieiit, quand 
un angle est évalué en secondes^ pour avoir la longueur de 
Fare^U suffU de muliipUer le nombre des secondes parsinl''. 
Dans la question piéoédeate, si Foii spgdie «« et ^ les an* 
fi^cetpévalnésen secondes, noos amons 

rsinAOC rsinBOC 



. ft = 



• ftsinr • ^*~ asinl*' 

Mnsi la correction c, c*est-à-dire ce qa*il Cuit ajoater à Tangle 
mesuré O pour avoir l'angle cherché C, est donnée par la 
fonnule 

,.. r sin AOC r sin BOC 

(I) « = 



b sin i" a sin i' 

On mesoie les angles AOC, BOC avec le cercle, et il suffit d^en 
mesurer un, parce que leur différence est égale à l'angle AOB. 
Outre ces ang^, la fi3rmule (!) contient la distance OC que 
Ton mesure aussi exactement que Ton peut et les cotés a et i 
du triangle ABC. Mais nous ferons remarquer qu'il suffit,pour 
efltectuer la correction, de connaître les valeurs approchées de 
ees cdtés ; l'erreur qui en résulte dans la valeur de c est très- 
petite par rapport à cette quantité elle-même, et par consé- 
quent négligeable. Or, le triang^ ABC^ que nous considérons, 
Êdt partie d'un réseau ; le calcul des triangles antérieurs a 
donné la longueur de l'un des côtés de ce triangle; d'autre 
part, deux angles au moins du triangle ont été mesurés en 
plaçant le cercle à une petite distance des sommets ; si ron 
adopte provisoirement ces ang^ non corrigés et si l'on résout 
le triangle, on en déduira des valeurs approchées des autres 
côtés, qui suffiront pour effectuer la correction des angles me- 
surés. On recommencera ensuite la résolution exacte da 

triangle avec les angles corrigés. 

Supposons, par exemple, que le calcul des triangles anté- 
rieurs ait donné la longueur a du côté BC, on a 

6 sinB -, _ , asinB 

, doù b = 



a sin A * sin A 
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el, si Ton substitue dans la formule (i) 

r sin A sin AOC r sin BOG 

a sin B sin i'' a sin V^ 

On calculera la valeur de i en se servant des valeurs appro* 
chées des angles du triangle. 

La correction relative à Tangle B, c'est-à-dire la réduction 
au centre de station, si le cercle n*a pas été placé au sonunet B 
exactement, se fera de la même manière. 

tO* — Remarque. Lorsqu'un point est déterminé par Tin- 
tersection de deux lignes droites, si ces lignes se coupent sous 
un angle très-petit ou voisin de 180 degrés, une variation très- 
petite dans la position de l'une des droites produira una 
grande erreur sur la position du point d'intersection. Il im- 
porte donc d'éviter dans les triangulations les angles trop petits 
ou trop voisins de J80 degrés. Supposons, par exemple, qu'il 
s'agisse de mesurer la hauteur d'une tour, comme nous l'avons 
expliqué au n© 97, et, pour préciser, considérons simplement 
l'influence que peut avoir Terreur commise dans la mesure de 
l'angle A'C'B. Soit h la base A'G^ 7 l'angle A^C'B donné par 
l'instrument, f l'erreur commise dans la mesure de cet angle ; 
la hauteur calculée est b tang 7 ; la hauteur vraie h est 
b tang (7 + *); Terreur commise est donc 

6ltang(7 + .)-tang7]=/. ]Lng^!, + .) j 

2h sin f f 



sin (27 + «) + sin i 

L'erreur § restant la même, on voit que Terreur commise sur 
la hauteur sera la plus petite possible quand 27+1 sera voipn 
de 90 degrés, et par conséquent Tangle 7 voisin de 45 degrés, 
Telle est la valeur la plus favorable pour Tangle d'observation* 

Exercices, 

< 

\o Si Ton représei^Je par r le rayon du cercle mscrit à un triangle, 
p^r r^, r^ ^çtl!^^ rayons .«des trois cercles éx-insçiils (c'est-à-dire des 

8 
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trois cercles extérieurs au triançk et tangents aux trois o6tés), et par 
R le rayon du cercle circonscrit, on a 



S = V rrr.r , 



i=4-+4-+ ' 



r. r^ r. 

Lorsque le triangle est rectangle, en désignant par a Thypoténusc, 
on a les relations plus simples 

S=p(p — a)=:(p-6)(p-«)==rr, = rjr^ 
2« Si l'on désigne par A, B, C les angles d'un triangle quelconque, 

cot— +coty- + cot^- = cot-^cot-^cot y=-;ï-» 

sin A + sin B + sin C =-^ , 

il 

_ p»" 








aiu 


A » 


lU J 


[^ SIL 


1 \j 




R« 


t 


+ 


sin* 


2 


+ 


sin> 


2 




1 - 


r 

2R ' 


sin 


A 


sin 


B 

2 


-sin 


C 
2 


= 


r 
4R 


» 


cos 


A 

2 


cos 


B 
2 


cos 


G 
2 


— 


r 
.4R 


• 



3» Soient if, d^i (i^, d^ les distances du centre du cercle circonscrit 
aux centres du certle inscrit et des cercles ex-inscrits ; on a 

# = R? - 2Rr , dj = R« + 2Rr^. 
d{==Rt + 2Rr^ (C = R«-f-2Rv 

!• Soient 5^, \^ \ les segments des bissectrices compris entre les 
sommets et le centre du cercle inscrit, 5'^, y^, V^ les portions res- 
tantes; on a 

^, abc A ^ ubc _ B ./ ûôc C 
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d'Où 

K^bK ^ (b + c){c + a){a-hb) . 

50 Soient 0, 0^» 0^» O^les centres du cercle inscrit et des cercles ex* 
inscrits, on a 

OO.^-J?— , 00,=—^ 
« • A ' * B 



* *^ .A * ^^^^— , B 
sm y- sin — 



« . -TTTr* . -ïrr^t 



00.= 


cos 


2 


DO — . 


c 




^o^b — 


«in 


G * 

2 


' + OA 


•t 


48R«. 



00. +00, +00, +0,0, +0,0. 
6» Soient e^, e,, e, les segments des hanteurs compris entre leur 
point de renœntre et les trois sommets, e'^ e'^» e'^ les trois autres seg- 
ments ; on a 

e^ = 2RcosA, e, = 2RcosB, e^ = 2RcosC, 

^a «'a = ^ ^\ = «c «'c = ~4Sr- COS A cos B COS G, 

a» + e/ =s i^» + V == c» + e/ =s 4R*. 

7<> Partager un arc en deux parties telles que la somme, ou le pro- 
duit, ou la somme des carrés des cordes soit maximum ou minimum. 

8» Si Ton désigne par m et n les deux diagonales d'un quadrila- 
tère, et par a Tangle de ces deux diagonales, la surface du quadri-. 
latère est représentée par la formule 

S=4-m«sln«. 

9° Si Ton désigne par a, 6, c, d les quatre côtés d'un quadrilatère 
inscrit dans un cercle, et par 2p son périmètre, la surface est expri- 
mée par la formule 

f 0<» Galculer les diagonales d'un quadrilatère ioscrit dans an cercle 
et le rayon du cercle, en fonction des côtés du quadrilatère. 

llo Par un point A pris arbitrairement dans le plan d'un cercle on 
jnène diverses sécantes et l'on joint au centre les points d'intersection 

AHR AOP 

BetGdechacuQed'eUeSfdémoatrerqueleprodaittang —^ — tang — ^ 

«st constant, quelle que soit la sécante menée par le point A. 

12û Le produit des perpendiculaires abaissées d'un point quelconque 
d'une circonférence sur deux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit 
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est égal au produit des perpendiculaires abaissées du même point jiur 
les deux autres côtés. 

13» Le produit des perpendiculaires abaissées d'un point quel- 
conque d'une circonférence sur deux tangentes à cette circonférence 
est égal au carré de la perpendiculaire abaissée du même point sur la 
corde des contacts. 

140 D'un point quelconque P on mène à un cercle quatre sécantes 
qui le coupent respectivement en a et a', b et 6', c et c', d etd' : 
démontrer la relation 



. ca 
sin 2 


. da 
sm 2 

2 


'. c'a' 
sm-^ 


. d'à' 
sm— - 


. cb 


"" . c'b' 
sm 2 


• . d'b> 
sm .^ 



150 D'uu point quelconque P on mène à un cercle une tangente PD' 
et une sécante PAB ; on trace ensuite le diamètre D'OD, et l'on joint 
Textrémité D aux deux points A et B : démontrer que les deux 
droites DA et DB interceptent sur le diamètre PO deux segments OG, 
OH égaux entre eux. 

16<> Résoudre un triangle connaissant trois quelconques des rayons 
désignés par r, r^, r^, r^, R. 

17" Résoudre un triangle connaissant les trois médianes, ou les trois 
bissectrices. 

18» Résoudre un triangle connaissant un côté a, la perpendiculaire h 
abaissée sur ce côté du sommet A, et la somme b -^c. 

19°. Résoudre un triangle connaissant les angles et le volume décrit 
par le triangle dans sa rotation autour du côté a. 

20'» Lorsque les sinus des angles A, B, G d'un triangle sont en 
progression arithmétique, on a 

A , C 1 
tang— tang-^-=— . 

2I0 Lorsque les cotangentes des angles A, B, G d'un triangle sont 
en progression arithmétique, les carrés des côtés a, 6, c sont aussi en 
progression arithmétique. 

22° Lorsque les côtés a, 6, c d'un triangle sont en progression 
arithmétique, on a 

A — C o.«B 2C, ,A 3. 

cos — s — = 2 sm -^ , a cos^ ir + ^ cos* — - = -— 6. 

23° Loi^que les cotangentes des moitiés des angles ABC d'un 
triangle spnt en progression arithmétique, on a 

cot-|i-cot-|- = 3. 
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Propriété» de» trlanepie» sphérlquesi 



idS. — Soit le sommet d'un angle trièdre dont OA,OB,OG 
sont les arêtes; si du point comme centre, avec un rayon 
arbitraire, on décrit une sphère, l'angle trièdre déterminera 
sur la surface de la sphère un triangle sphérique. Les angles 
A, B, G de ce triangle sont précisément les angles dièdres de 
l'angle trièdre; les côtés opposés, dont nous représentons les 
longueurs par a, 2», c, en prenant le rayon de la sphère pour 
unité, mesurent les angles plans ou les faces de l'angle trièdre. 
Chacun des six éléments du triangle sphérique est compris 
entre et v. On sait que chaque côté est plus petit que la 
somme des deux autres, que le périmètre a + 6 -|- c est infé- 
rieiu* à 2ir, et que, réciproquement, ces conditions sont sui&santes 
pour qu'avec trois côtés donnés on puisse former un triangle 
sphérique. Quant à la somme des angles, elle varie de ir à 3 ir. 

Un triangle sphérique est déterminé lorsqu'on connaît trois 
quelconques de ces six éléments; il n'est pas nécessaire, 
comme pour les triangles rectilignes, qu'il y ait un côté parmi 
les éléments donnés. Gomme les constructions graphiques, à 
l'aide desquelles on pourrait déterminer les éléments inconnus, 
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sont plus compliquées que celles qui se rapportent aux triangles 
rectilignes , l'incertitude sur l'approximation des résultats 
seraient encore plus grande que pour ceux-ci. Il importe donc 
de remplacer ces cont^truclions par des calculs numériques : 
c'est le but de la trigonométrie cphérique. Le problème général 
consiste, étant donnés trois éléments d'un triangle, à déter- 
miner chacuu des trois élémepto incOQQus. On résoudra ce 
problème au moyen de relations entre les six éléments pris 
quatre à quatre. Ces relations, au nombre de quinze, sont de 
quatre espèces différentes : 1 ^ entre les trois côtés et un angle ; 
2** entre deux côtés, et les deux angles opposés ; 3** entre deux 
côtés, l'angle compris, et l'angle opposé à l'un d'eux ; 4** entre 
un côté et les trois angles. 

RELATIONS ENTRE LES TROIS COTÉS ET UN ANGLE. 

iOl. — Par le sommet O de l'angle trièdre menons dans le 
I . planAOB(fîg.41),etducôtédeOB, 

^-.^^ une perpendiculaire OM à OA 5 de 

^■^--iv / même dans le plan AOC et du côté 
/R de OC uue perpendiculaire ON à 
/ OA ; le plan MON, renfermant 

/ deux droites perpendiculaires à 

OA, est perpendiculaire à cette 

]v " arête, et l'angle MON mesure 

Fig. 4!. l'angle dièdre OA ou l'angle A du 

triangle sphérique. Sur la circonférence AB, en partant du 
point A et marchant dans le sens AB, on parcourt Tare AB=3C; 
du point B, abaissons la perpendiculaire BP sur OA ; Tare c a 
pour sinus la longueur BP (toujours affectée du signe -f-> 
puisque l'arc est moindre que ir), et pour cosinus la longueur 
OP aflfectée du signe -f ou du signe — , suivaot qu'elle est 
comptée sur OA ou sur son proloogement. Sur la circonfé- 
rence AG, en partant du point A et marchant 4ans le sens AC, 
on parcourt de même l'arc b ; abaissons la perpendiculaire CQ 
sur OA, on a sin 6 = CQ, ces Z> = ± OQ, La projection de la 
ligne droite OB sur la droite OC est égale à la somme des pro- 



N^--' 
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jections sur cette même droite des deux côtés de la ligne 
brisée OPB. La projection de OB est cos a. La direction OA fait 
avec OC Taiigle b; si le point P tombe sur OA, la projection 

de OP est OP cos 6, ou cos c cos 6, puisque 
cos c est, dans ce cas, égal à -f- OP. Si le 
point P tombe sur le prolongement OA' 
de OA (fig. 42), la projection de OP est 
OPx cos A'OC, ou — OPX cos 6, puisque 
l'angle A^C est supplémentaire de 6; 
mais, dans ce cas, on a cos c = — OP ; la 
''^? projection a donc pour expression cos c cos 6, 
comme dans le premier cas. La droite PB 
étant parallèle à OM et de même sens, 
sa projection est PB X cos COM , ou 
sin c cos COM ; on a donc 

cos a = cos c cos 6 + sin c cos COM. 

Projetons maintenant sur la droite OM la ligne droite OC et 
la ligne brisée OQC. Ija projection de OC est cos COM ; la 
droite OQ faisant avec OM un angle droit, sa projection est nulle. 
La droite QC, étant parallèle à la droite ON qui fait avec OM 
l'angle A, a pour projection QG x cos A, ou sin b cos A ; on a 
donc 

cos COM =: sin 6 ooa A. 

Si l'on remplace cos COM par sa valeur dans la relation précé- 
dente, il vient 

cos a = cos c cos 6 + sin c sin b cos A. 

On obtient ainsi les relations de première espèce, entre les 
trois côtés et un angle, 

Icos a = cos ft cos c -|- sin 6 sin c cos A, 
cos 6 = cos cos a + sin e sin a cos B, 
cos c = cos a cos b -{- sina sin b cosG. 

Puisqu'on peut prendre arbitrairement trois des six éléments 
d'un triangle sphérique, il n'existe que trois relations disr 
tinctes entre ces six éléments. Des trois relations préi^édei^tesji 
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que l'on nomme équations fondamentales, il sera doncpos* ' 
àb\e de déduire toutes les autres par des transformations algé- 
briques. 

RELATIONS ENTRE DEOX COTES ET LES DEUX ANGLES OPPOSÉS. 

<•*. — On demande, par exemple, la relation qui existe 
entre les côtéa a et A et les deux angles opposés Â et B. Il faut, 
entre les équations (1], éliminer c et G ; comme C n'entre pas 
dans les deux premières, il suffit d'éliminer c entre ces deux 
équations. Si on les ajoute et si on les retranche membre & 
membre, elles donnent 

(cos a-\~coBb) (1 — cos c) ^ sine (sin é cos A + sin o cos B), 
(cos a — cos 6} (1 + cos c) ^ sin c {sin & cos A — sin a cos B); 
si l'on multiplie membi-e k membre ces deux dernières, le pre- 
mier membre contient le facteur 1 — cos*c, le second le facteur 
sin*c*, si l'on supprime ces facteurs égaux, c est éliminé, et 
l'on a 

cos* a — cos* 6 = sin* ft cos* A — sin' a cos*B, 
d'où 

sin' a sin* B = sin* b sin* A, 
et, puisque les sinus sont positifs, 

ein a sin B = sin & sin A» 



On a donc les trois rapports égaux 

sin a sin 6 sino 

^ ' sinA ~" sinB ~ sinC 

Ainsi, dans un triangle sphérique, les sinus des côtés sont 
proportionnels aux sinus des angles opposés. 

On obtient directement ces relations de la manière suivante: 

du point C, nliaissons une perpendiculaire CD sur le pian AOB 

(flg. 4.'iJ : <lii piei D, menons dans ce plan les droites DP et DQ 

indiculaires sur OA et OB, et joignons CP et CQ. Les 
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droites CP et GQ, en vertu d*un théorème connu, sont aussi 

perpendiculaires sur OA et OB, et, 
par conséquent, les angles GPD et CQD 
mesurent les angles A et B du triangle 
sphérique. Mais les triangles rectan- 
gles CDP, CDQ donnent 

CD = sin b sin A = sin a sin B ; 

sin b 




donc 



sm a 



sin A sin B 



RELATIONS ENTRE DEUX COTÉS, L'ANGLE COMPRIS, ET L'âNGLB 

OPPOSÉ A L'UN D'EUX. 

IM. — On demande, par exemple, la relation qui existe entre 
a, 6, G, A. Il faut éliminer c et B. Si, dans la première des équa- 
tions (1), on remplace cos c par cos a cos 6 + sin a sin 6 cos C, 

^ . . sin G ., . . 

et sm c par sm a —, — r- , il vient 

sm A 

(cos A \ 
cos 6 cos G + sinG — : — r-i , 
sin A / 

^t, si on divise par sin a sin &, 

cota sin6 = cos& cosG^- sinCcotA. 

Les formules de cette espèce sont au nombre de six : 



(3) 



cot a sin b 
cot a sin c 
cot 2^ sin c 
cot b sin a 
cot c sin a 
cot c sin 6 : 



cos & cos G + sin G cot A, 
cos c cos B -f- sin B cot A, 
cos c cos A + sin A cotB, 
cosa cosG4- sinC cotB, 
cos a cos B + sin B cot G, 
cos&cos A -h sin A cot G. 



RELATION ENTRE UN COTÉ ET LES TROIS ANGLES. 

107. — Gonsidérons le triangle polaire du triangle ABG et 
désignons par a', i/, o' ses côtés, par A', B', G' ses angles. Les 
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côtés de chacun des triangles étant supplémentaires des angle» 
de l'autre, on a 

A'=7r — a, B'=7r — fc, çy—iz—o. 

En appliquant au triangLe polaire la relation fondamentale^ 
on a 

cos a' = cos V cos c' -|- sin V sin d cos A' ; 

si Toii remplace les éléments de ce triangle par leurs valeurs, 

il vient 

— cos A = cosB cos G — sin B sinC cos a; 

ou 

cos A = — cos B cosC + 8iii fî sin C cos a. 

On obtient ainsi les trois relations de quatrième espèce 

ico8A = — cosBcosC-f-sinB siaCcosa, 
cosB = — cosGcosA4- sinG sin A cosô, 
cos G = — cos A cos B -|- sin A sin B cos c. 

f08. — On peut déduire ces relations des équations (1), par 
une transformation algébrique. 

On demande, par exemple, la relation qui existe entre les 
angles et le côté a. Il faut éliminer b et c. Si, dans la première 
des équations (1), on remplace cos c par 

cos a cos b -\- sin a sin b cos G, 
on a 

cos a sin* i = sin a sin & cos ft cos G ^ sin 6 sin c cos A ; 

si on divise par sin b et si on remplace sin a, sin 6, sin c par 
les quantités proportionnelles sin A» sin B, sin G, il vient 

cosa8inB = cos6 sinAco8G + sinC cos A, 

On aurait de même, en remplaçant cos c par sa valeur, dans 
la seconde des équations (1), 

cos b sin A = cos a sin B cos G + sin G cos B. 

L'élimination de b entre ces deux dernières équations donna 
la relation cherchée 

cos A = — cos B cosC + sin B sinC cosa. 
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PROPRIÉTÉS DES TRIANGLES RECTANGLES. 

iO». — Soit A l'angle droit. Celles des relations précédentes 
qui renferment l'angle A deviennent 

cosa = ces 6 cosc; 

sin 6 = sin a sin B, sine = sin a sin G; 

tang 6 = tang a cos C, tang e == tang a cos B, 

taiig ft = fiin c tang B, tang o = sin é tang G ; 

cos a = cot B cot C, 
OQS B :^ «in G eos 6, cos G := sin B coso. 

On obtient toutes ces relations à l'aide d'une règle mné- 
monique très-simple. Sur les côtés de l'angle droit du triangle 



rectangle (âg, 44), on écrit — — ft, -^ 



e à la place de 6 et c, 




et Ton considère les cinq quantités 
TT — &, G» a, B, -3- — c comme for- 

mant une suite fermée; les relations 

précédentes sont données par la 

règle suivante : Le cosinus de l'une 

^^^' **• quelconque des cinq quantités est 

égal au produit des cotangentes des deux adjacentes ou au 

produit des sinus des deux opposées. D'après cela, il est facile 

d'avoir la relation entre trois quelconques des éléments d'un 

triangle rectangle ; car, si Von prend au hasard trois de& cinq 

quantités que nous venons de considérer, ou elles seront toutes 

trois adjacentes, ou deux seront adjacentes et la troisième 

isolée des deux autres ; dans les deux cas la règle précédente 

donnera entre elles une relation binôme. 

1<* On demande, par exemple, une relation entre les trois 

éléments é, G, a; puisque les quantités -^ — 6, G, a sont 
consécutives, on a 



ou 



cos G = cot (-^ — b\ cot a, 



tans: b = tan^^ a cos C. 
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2® On demande une relation entre les éléments 6, C, B ; 
comme -^ — 6 et C sont adjacents et B isolé, on a 



cos 



B = sin (-^ — b] sin C = cos6 sin C. 



O. — Remarques. Les relations précédentes conduisent 
à quelques propriétés des triangles rectangles qu'il est bon 
d'indiquer. 

i*» La formule cos a = cos 6 cos c montre que les trois côtés 
^, &, c sont aigus, ou que deux sont obtus et l'autre aigu. 

2** La formule tang 6 = sin c tang B exige que 6 et B soient 
simultanément aigus ou obtus, c'est-à-dire qu'un côté de l'angle 
droit et l'angle opposé sont toujours de môme espèce. 

3® On peut construire un triangle rectangle en prenant 
arbitrairement, soit les deux côtés de l'angle droit, soit l'hypo- 
ténuse et un angle, soit un côté de l'angle droit et l'angle adja- 
cent ; il en résulte que trois éléments qui satisfont à Tune des 
relations précédentes appartiennent à un triangle sphérique 
rectangle, pourvu toutefois que b et B, ou c et C soient de 
même espèce, si cette relation est Tune de celles où enti^enl 
ces éléments. 

EXPRESSION DES ANGLES EN FONCTION DES COTÉS. 

tti. — Parmi les diverses relations établies entre les élé- 
ments d'un triangle sphérique quelconque, les relations (2) 
sont les seules qui se prêtent au calcul par logarithmes ; on 
transforme les autres de manière à en obtenir de nouvelles 
qui présentent le même avantage. 

La première des équations (1) donne 

. cos a — cos ft cos o 

cos A = ^—[—- ; 

sin 6 sin c 

fil, dans les formules 



- / 1 — cos A A ■ / 

= [/ 2 ' ^'-=[/- 



. A - / 1 — cos A A - >/ 1 _L cos A 
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on remplace cos A par sa valeur, il vient 



. A I /cos 6 cosc+sin b sin c— cos a ■ /< 

^"^y"J/ 2 sin b sin c [/ 



cos ib — c) — cos a 
sin ' ' 



2 sinb sine 



=/- 



4- c — b a4- b — 
-^—r sm —T 



sin b sin c 



A g >/ cos^ — cos b cosc-fsinfe sine ■ /cos a- 

T~|/ 2Tin6 sine ~y ""^lï 



- . . - . ^— cos(^+o). 

tos — — 



sin 2^ sin c 



a-^-b-^-c . 6 + c — a 
sm — sin 

sin 6 sine 
En posant a + ^ + ^ = 2/>j on en déduit 




'i4=i/- 



sin_ = | y s i" (P — à) s in (p ~ c) 

sin 6 sin o 



A I / sinp sin^ 

2 """ |/ sin b si: 



(5) < co8:^=:|/ .. -"-r7-'/^-«) 



A — I >/ sin (p — fr) sin (p — c) 
° "F |/ sin p sin (p — a) 

EXPRESSION DES COTÉS EN FONCTION DES ANGLES. 

II».— Les équations (4), par des transformations analoguesl 
aux précédentes, donnent, si Ton pose 2S = A + B + G — t^, 

sin (B — S) sin (G — 8) 
sm B sm G 



a I / sii 

^~v z 

. a m /sin s sin (^ 
2 1/ sm B si; 



(6) ^in-^=|/ -s—z:^^^—^ 



T = \/- 



sin (B — S) sin (C — S) 
cot 



sin S sin (A — S) 

La quantité 2 S s'appelle Vexcès sphérique du triangle. 
' Ces dernières relations se déduisent aussi des relations (5) 
à Taide du triangle polaire. 
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FORMULES DE DELAMBRE. 

lis. — Ces formules sont 

A+B a—b . A— B a^b 

sin — i — cos — ^r — sm ^ - siii — ^ — 



2 



G ~ c ' G ^ c ' 

cos— cos -5- cos-^ "2 

^"^^ ^ A+B a+6 A—B . a+6 

cos — K — c^ — k — €€»*— r — sin-*-5 — 

Y ^ 2 * 



.G c ' . G . c 

sin — cos Y sm y sin j 

En effet, la relation 

. A+B .A B , A . B 

sm — ^ =sm— cos-^ + oos — sin-^ , 

au moyen des formules (5), devient 



A + B sin (p— *a)+ sin (p — b) ■ /sinp sin(p — c) 



[/'■ 



sin — zi . ■ X • • L 

2 sm c |x sm a sin 6 

„ . c a — 6 a — b 

. A+B 28in-2^-T- C ^ cos-â-^^Y 
8xn_2— =--— ^ j— C08^= 3 . 

2 sm -^cos -tr- cos — - 

2 2 2 

On démontrerait de la mâme manière chacane des trois 
autres formules. 

Voici un procédé mnémonique assez commode pour se 
rappeler les formules de Delambre : si l'on met les angles dans 
le premier membre, les côtés dans le aecond : 1® le premier 
membre contient deux lignes trigonomdtriques différentes, le 
second membre deux lignes semblables ; 2® en ne considérant 
que les numérateurs, à un sinus dans Tun des deux membres 
correspond dans l'autre un signe — , à un cosinus 1© signe +. 

ANALOGIES DE NÉPER. 

fllA. — Si l'on divise membre à membre la première des 
relations (7) par la troisième, la seconde par la quatrième, 
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la quatrième par la troisième, et enfin la seconde pai* la pre- 
mière, on obtient les quatre foi mules 

■ A-fB a — fc ^ A— B . a — b 

tang — ^ — cos — - — tang — - — gm — -^ — 



, G a + 6 * , G " . a + 6 ' 

cot— cos — ^ — cot— sm — ^ — 

^^^ ^. ût-fô A— B , a — ft . A— B 

tang — ^ — cos — r — tang — - — sm — - — 



A+B ' ^ c . A+B • 

tangy cos — ^ — tangy *^^ 2 — 

EXPBESSIOMS DIVERSES DE L'EXCÈS SPHÉBIQUE. 

ifl&. — La surface d'un triangle sphérique dépend de son 
«xcès sphérique ; nous indiquerons diverses formules pour 
obtenir cette quantité. 

Gherchons d*abord l'expression de l'excès sphérique au 
moyen de deux côtés et de Tangle compris. Si Ton multiplie 

membre à membre les formules qui donnent cot—- et cot-rr- 

2 2 

€n fonction des angles (n** 112), il vient 

a b sin (G — S) sin G cos S — sin S cos G 

cot—- cot ■—= ^i — 5 — ^s= :^-- 

2 2 sin S sin S 



<l'où 



= sin G cot S — cos G, 



a b ^ 

cot — cot -^ -t- cos G 

(9) cotS= i 



sin G 

Il en résulte que Tangle C restant ûxe, si Ton fait varier les 

a b 

côtés a et 6 sans altérer la surface, le produit cot— cot — 

reste constant. 

if e . — Cehrchons maintenant Texpression de l'excès sphé- 
rique en fonction des côtés. Si, dans les formules de Delambre 

.A + B a — 6 A+B _ a + b 

sm 1 cos ;r cos j: COS r 



G ~ c * .G c 

cos 2 ^®T "^T T 
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on remplace 

il vient 
cos 
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A + B 



par -f-(Y-s). 



(f-)_ 



cos 



a — 6 



. /C 

sm 



(^«)_ 



cos 



a + 6 



C c * . C 

cos -:r- COS rr- Sm 



C 

cos- 



2 2 2 

La première de ces équations donne 

a — b 



c 

cos y 



co3(4-s)-cosy ^ 

COs|y— S)+COSy 



cos 



— cos 



a — b , c 
cos — ' h cos — 



et, par suite, 
S 



tang y tang 



C — S 



= tang 



p — a 



2 ° 2 

La seconde donne de la même manière 



tang Y 



tang 



p — b 



p p — 

Q_Q = tang-|- tang-^-g— ; 



tang " 

en multipliant ces deux équations membre à membre, on 
obtient la relation 



(10) tang 



T=|/-4 



tang ^7^ tang -^^ tang -^^^ 



CERCLE INSCRIT. 



É 11. —Soient le centre du cercle inscrit à un triangle sphé- 

rique ABC, D, E, F les points de contact 
(fig. 45). Appelons r l'arc de grand cercle 
OF qui joint le centre à l'un des points de . 
contact, c'est-à-dire le rayon sphérique du 
cercle inscrit. Les distances des sommets aux 
c points de contact étant égales deux à deux, la 
somme des trois arcs BD, DG, AE est égale . 
au demi-périmètre du triangle ; on a donc 
AE.= AF==p — a, BD = BF = p — 6, 
Fig 45. CE = CD=p — c. 
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Le triangle rectangle ÂOF donne 

tang r = tang — sin (p — a). 

Si l'on remplace tang — par sa valeur en fonction des cdt68| 
on a la formule 



(11) 



tantt r—î / ^(P^^) «^^ iP — ^) «^^ (P -"^ ^) 
^ y sinp 



CERCLE CIRCONSCRIT. 

lis.— Soit le centre du cercle circonscrit au triangle ABC 

(flg. 46) ; joignons le point au.x ivoia 
sommets, et abaissons l'arc OD perpen- 
diculaire sur BC. Les trois triangles 
AOB, BOC, COA sont isocèles; si l'on dé- 
signe par a les deux angles égaux OBG, 
OCB, par p les deux angles égaux OCA, 
OAC, et par 7 les deux angles égaux 
OAB, OBA, on a 

74-« = B, « + |3 = G; 




Fig. 46. 



^ 



i3 + 7 = A, 
on en déduit 

«= ^-2 = "2 — (^ — ®)- 

Si Ton appelle R l'arc OB ou le rayon sphérique du cercle cir- 
conscrit, le triangle rectangle OBD donne 

cot R = cot — cos« = cot Y sin (A — S); 

en remplaçant cot— par sa valeur en fonction des angles 
(n* 112), on obtient la formule 



V 



tf •. — Remckrque. Trois grande cercles partagent la sur« 
iàce de la sphère en huit triangles qui sont deux à deux 
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symétriques; les cercles inscrit» ou eiroonsenl» à deuy triangles 
symétriques sont égaux, L08 formules précédentes se rappor- 
tent au triangle dont les éléments sont a, 6, c, A, B, C. On 
démontre $ti5ément que l'on obtient les rayons des cercles ins- 
crits à ces différents triangles par \e% relations 

tang r sin p 
=* tang^ftg tàn (j^-wi)»3? tepg ri ^q (p-r-6>ç=taug n sin (p — c) 

= v^ sin p sin (/y*— «) sin {p — b) sin (p i-~c), 

et les rayons des cercles circonscrits par les relations 

cot R sin S 
= cot Ra sin (A— 8)=cot Rj sin (B — 8) = cot »c rà (C— S 

= Vsiu S sin (A — S) sin (B — S) sîn (C — S), 

dans leaqu^Ueft r^y R^ d^^ignwt te rayon du cercle inscrit et 
le raytna an ctvcd» eivcocifiçrit au tciaogle qui a pour sommets 
B, G «I la point A^ symélrique da A« 



CHAPITRE n 



RéftOltttton des trtfiiiflples sphéptques* 
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t «0. — On peut pren(îre à Tolontê trois des six éléments 
d'un triangle sphérique. Supposons que l'on donne les trois 
côtés a, 6, c; on a vu en géométrie élémentaire que les condi- 
tions nécessairets^ et suffisantes ponr FesJsfence d*un triangle 
sphérique sont r t* Que le plus grand edté soit pins petit que la 
somme des deux autres ; 2* que la somme des trois oAtés soit 
moindre q[utuie circonférence de grand cercle. 
Nott9 rappeBevons ici la démonstratioA de ce tli&^rèiQe im- 
portant. Surunecirconffirence de grand 
cercle prenons un arc BG (flg. 47) égjal 
au plus grand côté ûp, et soient BD =: c 
et CF = 6 les deux autres côtés ; du 
p€iînt B çofonaa pâte^ a^^ une ouver- 
ture de compas égale à la corde qui 
sou9-tend Farc BI>> décrivons un petit 
cercle DAE ; du point G comme pôle, 
MiC^ une (ïuverlUEe de compas égale à 
la corde GF^ déciivons de même un petit cercle FÂ6. Il est aisé 
de voir que ces diaux petife cerctes se couplât en un point A, 
Coxi^idérons, eo, effet,, la cafotte sphérique Ëmitée pser* h' petîl 
cercle SAIT et ajant pour pôle le poînt B ; puisque l'arc BG est 
çlg.s petft <jue BD -f- CF, le point F est situé entue B^ et D; 
et par coos^nent à llntérieur dte la calotte sphérique; 
D'autre part,, la soïmc» dtes côtés* d!o triangle j, savoir 
EBH- BG -f GGf, étant moin^tre que Ea eirconfifrence (ftr grantf 
cercle, le point G est situé sur Tare GB'B, et par conséquent 




Fi&viT. 
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à Textérieur de la calotte. Ainsi la circonférence de petit cercle 
FAG va d'un point intérieur F à un point extérieur G ; donc 
elle coupe nécessairement en un certain point A la circonfé- 
rence DAE qui limite cette calotte. En joignant les points B 
et G au point A par des arcs de grand cercle, on obtiendra le 
triangle sphérique demandé ABC. 

Les deux petits cercles se coupent en un second point, ce qui 
donne un second triangle symétrique du premier. Mais, en 
trigonométrie sphérique, on ne compte ces deux triangles 
symétriques que comme june seule solution, puisque les 
élémenta sont les mômes et seront donnés par un môme 
calcuL 

tti, — Il est bjcûe d'en déduire les conditions d'existence 
du triangle sphérique quand on donne les trois angles. Quand 
on donne les trois angles A, B, G d'un triangle, on donne les 
trois côtés a' = w — A, b'= tt — B, c' = ir — G du triangle po- 
laire ; pour que Ton puisse construire le triangle polaire, et par 
suite le triangle proposé, il faut que la somme des trois côtés 
de ce triangle polaire soit moindre que 2^ et que le plus grand 
côté a' soit plus petit que la somme des deux autres, ce qui 
donne les deux conditions 

si l'on remplace les côtés a!, 6', & par leurs valeurs, ces deux 
conditions deviennent 

A + B+G>7r, A + ir>B + G. 

D'ailleurs elles sont suflTisantes : car, lorsqu'elles sont rem- 
plies, on peut construire le triangle polaire, et par suite le 
triangle demandé. Ainsi, quand on donne les angles d'un 
trian^lf sphérique, les conditions d'existence du triangle sont : 
1* -OTe, )ifii;5omme des angles soit plus grande que deux angles 
droys/ 2^ qujB le plus- petit angle augmenté de deux angles 
droits.spi^ plvfSi grjiRd que la somme des deux autres 
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RÉSOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES. 

La résolution des triangles rectangles est comprise dans la 
règle mnémonique indiquée au n® 109; mais il est bon d'exami- 
ner séparément les différents cas qui sont au nombre de six. 
On peut donner : 1** les deux côtés de l'angle droit; 2** un côté 
de l'angle droit et l'hypoténuse ; 3® un côté de l'angle droit et 
Tangle adjacent; 4** un côté de l'angle droit et l'angle opposé ; 
5* rhypoténuse et un angle; 6' les deux angles. 

i «9. — Premier cas. — Données : b, o. 
Le triangle est toujours possible et les éléments inconnus 
sont donnés sans ambiguïté par les formules 



cosa = cos6 cosc, tangB=— r-^, tangG = 



sin c 



tangc 
sin 6 



Il peut arriver que [l'hypoténuse a soit donnée avec peu de 
précision par son cosinus. Dans ce cas, on calculera d'abord 
l'angle B, puis on déterminera a par la formule 

cot a = cos B cot c. 



193. — Deuxième cas. — Données : a, 6. 
Soient ABA', APA' (fig. 48) deux grands cercles perpendicu- 
laires entre eux, qui se coupent suivant le 
diamètre AA'. Prenons AG = h. Tous les 
arcs menés du point C aux divers points 
du grand cercle ABA' sont compris entre b 
et TT — b\ le triangle ne sera donc possible 
qu'autant que a sera compris entre ces 
mêmes limites. Lorsque cette condition 
est satisfaite, on décrit du point C comme, 
pôle, avec la corde de l'arc a pour rayon, 
un petit cercle qui coupera la circonférence ABA' en deux 
points B et B'; on joindra chacun d'eux au point C par un arc 
de grand cercle, et l'on aura deux triangles symétriques. On 




Fig. 48. 
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calcule les éléments inconnus par les formules 

... . ^ sin ô cos a ^ tangfe 

0) sm B = -. , cosc = T-, cosC =--— -^ — • 

' sina C08* ' taQg« 

Qn prend B, qui est do&ïié j»ar ^miôius» di joéaie «^pèco 
que &« 

Ces formules, déterminant les déments ^r des sinus 4)u<des 
cosinus, pourraient ne pas donner ujie aj^roKimatioa 6u£Ei- 
santé. Dans ce cas, on calculera Jes inconnues fiar leurs tan- 
gentes ; on a en effet 



^^ 2 ^ l + cosc ▼ cost + costi ▼ -^^ 2 



b a — b 



+ C08C ▼ cosT)-^costi ▼ -~^ 2 ^ ' 

, G ^ / i — cosC I / tango ~ tangb * /sin (a — 6; 

"*T^ V4 4-CO8G ■" ▼ tonM4-(twM;* *" Vsinte+Jô ' 



-(«•-fhV^^v^ 



nû*^mii% 



ttHIOHfsiBè 




Dans cette dernière formule, on prendra le signe -|- ou le 
signe — , suivant que le côté donné b est aigu ou obtus, puisque 
Tangle B est de même espèce -que te côté b. 

ttA. — Troisième ica^. — Données \c^B. 
Le triaAgle existe toujours. On obtient les inconnues, sans 
ambiguïté» par les formules 

tang & = sin c tang B, cos G =sin B cos c, tang a = — ^. 

cos B 

Afin d'éviter Tiaconvénient que présente la détermination 
' àe l'angle G par ua cosinus, on pourra, après avoir ^uvé le 
côté by calculer Taqgle G par la formule 

tangc 
® sm6 
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Mft. -* Qiinh'ième cas. — Ûoilûée* : &, B. 
Supposons d'abord B aigu. Soient BDB', BEBKffig. 49) deUX 

dtfini^granâtl cerdes qui 'àb coupent sui- 
vant le diamètre BB', en faisant un angle 
égal à B. Il s'agit de mener un grand 
circleperpenliculaire à BDB', et tel que 
Tare AC de ce cercle, compris dans le 
fuseau BDB'E soit égal à bk Les divers 
cercles perpendiculaires au graind cercle 
Bl)B' passent par le pôle P de ce cercle; 
soit PED, celui njul est perpendiculaire à la fois à BDB' et à 
BEB' ; ce cercle a fcon pôle en B et l'arc Î)E, comprii dans le 
''fuseau, mesure Kangle B ; l'arc Pfi ist plus petit que PC, il en 
résulte CÂ.< ED, ou CÂ < B. La condition de possibilité est 
donc 6 < B; lorsqu'elle est satisfaite, on obtient le sommet G 
en décrivant un peXit cercle, du pôle P, avec un rayon sphé- 

rique égal à -^ — 6 ; ce pdtit Garde 69ift{»i% rwrc B&W «ti <leux 

poiiito ; un grand <»tcI$ {kassaiU |)ar l'un de ces points et le 
pôle P partagera le fuseau en deux triangles BAC, B'AC, 
qui satisferont tous deux à lHiqMMion. 

Suppodonfe ffiàiûtenaûi B olHu». BoMiit SD^Bf^ fiffilB' les d&mi- 
grands oe«eto«4}iii tool entré evoL VMnf^4oQné* Pêitaà totis leê 
arcs perpendiculaires à BIVB'eib oosBprisdiuis le fuseau BD'B^E, 
le plus petit est l'arc D'E qui mesure l'angle B ; pour que le 
triangle^soit possible, il faut que l'on ait ft > B; si cette condi- 
tion eat remplie, ou obtient le sommet G en décrivant du 

point P iMmtfM ^ki) MH mktÈf^mi^ènqMégûlkb^^^ 

un petit <)«l«ete ; il y a âeuz sdntibfitt B'AG^ S'AU 

Lorsqu'on a reconnu que le triangle existe, on détermine les 
inconnues par les formules 

sinc = - — ~-. sinC= r-i sina= . , ■» 

tang B ' €0s 6 * sm B 

Chaque élément, étant donné par son sinus, a deux valeurs; 
on choisira c à volonté, puis G de même espèce que c ; enfin o, 
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sera aigu ou obtus suivant que 6 et c seront ou ne seront pas 
de môme espèce. 

Il vaut mieux calculer les éléments cherchés par les foiv 
inules 



uo.(«.-±)=±|/|^i2^. 



\ 



tang (45- — -g-) = ± 1/ ta°g — j— tang — g — 




tang(45--|-) = ± 

tang — ^ 

Les doubles sigaes correspondent aux deux solutions. 

i)M. — Cinquième cas. — Données : a, B. 
Le triangle existe toujours^ et Ton a 

cote = — 7p-, tangc = tang a cos B, sin 6 :^ sin a sin B. 

On prendra b de même espèce que B. 
On évitera Tinconvénient que présente la détermination du 
côté b par un sinus, en calculant ce côté par la formule 

tang 6 == sin c tang B, 

après avoir trouvé c. 

iSIf. «^ Sixième cas. — Données : B, G. (On suppose B> C.) 
Pour que le triangle existe, il faut que Ton puisse construire 



TT 



le triangle polaire avec les côtés -0" > ^ — B, w — G, suppléments 

des angles A, B, G ; cette construction sera possible, lorsque 
chacun des côtés sera plus petit que la somme des deux autres^ 
et qu'en même temps la somme des trois côtés sera moindre 
que 2'jr. Ainsi les conditions de possibilité sont 

B-C<-^, B + C<3~, B + Oy. 
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Lorsqu'elles sont remplies, on détermine les inconnues par les 
formules 

«. ^ , cos B cos C 

cos a = cot B cot G, cos & = — : — 7^ , cos c = 



sin G ' sin B 

On emploiera de préférence les formules suivantes : 



Y=l/^ 



tang"-- - co«(B + C) 



cos (B — C) ' 



tang -|=r/tang(-l±i-45«) tang(^=:^+ 45-). 
tang|-= r/tang(^^- 45») tang (-^=±745^). 



IM. — - Remarques. Lorsqu'un élément inconnu est déter- 
miné par un cosinus, une tangente ou une cotangente, ayant 
une valeur négative, on cherche son supplément. Par exemple, 
dans le premier cas (n** 112), si le côté 6 est obtus, Tangle B 
sera aussi obtus, et Ton écrira 

, -^. tang (ir — b) 

tang (ic — B) = 2_i ^. 

^ ' sm c 

Le calcul logarithmique s'applique à cette dernière formule. 

La résolution de certains triangles obliquangles se ramène 
immédiatement à celle d'un triangle rectangle. 

!• Si le triangle donné a un côté égal à 90*, le triangle 
polaire aura un angle droit ; on connaît en outre deux autres 
éléments de ce triangle ; on pourra donc le résoudre, et Ton 
aura les éléments du triangle proposé en prenant les supplé- 
ments de ceux du triangle polaire. 

2* Si Ton donne a = 6, ou A = B, le triangle est isocèle •,. 
on le résout en le partageant en deux triangles rectangles. 

3» Si l'on donne a + 6 = 180% ou A + B = 180% en prolon-- 
géant les côtés a et c jusqu'à leur rencontre en B^ on formera 
un triangle isocèle AGB^ ; on résoudra ce dernier et on con- 
naîtra les éléments du triangle proposé. 
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RÉSOLUTION D£S TRIÂNGLEà QU^GONQUES. 

Il y â également six cas à examiner. On peut donner : 1® les 
trois côtés; £* tes trois angks; 3* âmix côtÔB et l'ftiigle oonpris; 
4*^ un côté et les deux angles adjacents; 5^ deux côtés et Tangle 
opposé à VuùL 4'6ut ; «» tlemit ftûgtal et le 'tôtè 0ppM à Ton 
d*eux. On pourrait d'ailleurs ramener trois de ces six cas aux 
trois autres par la considération Au tri&ûgle polaiit î mSiis «a 
préfère calculer directement lé^ éléniènte du triaiîgle pit)posé. 

tm. ■*- Premier cas. *- Donnée» : ^, b^ a. 

Pour que te triangle existe, il eit nécessaire (Jul la s^mme 
des côtés soit ptM petite que S90*€t^« le plus grand côté soit 
moindre que la sottiflietleii -deux autres. 8i oês canAi(ton« mmU 
remplies, il y a une solution unique efc l'on détermine les 
angles par les formules* du n® il 1 . On prendra de préférence 
les formtildft qui dOÉIIMÉt ks mbf^ par imrti t«B^n4e6, 

A m y sin ( p — i) ôin (p — c) 
^ 2 ~ J/ sinp sin (p — 6] ' 



=1/ 



•**>ib-«v»<««*arirfMMiM*k- 



C ■ X sin (p -*- a) sin ip — b) 
tang — ■ ^ ^^ ' ""^ ' 



2 1/ sin p sin (p — c) 

àêm. -^ AeMTiàiM ^eas* «» .Données ; A, fii, CL 
Le triangle existe iorsque là «MErme (des aiigUs a^ .plus 
grande qtie deux au3|Sles âvoito et que le plus fie\ii aiigle Mg- 
mente lie deiUiU^esdioits lest {toiigmad que la «somme 4es 
deux autres. >Cle6 <tooàiAim» étant .remplies» ûljM nae joLuAmmi 
unique, eit Toa fOblÂeiii 4» oôtés pBx Im foffmttles a* 112j 



^ -i^ " -^ — ^-^^ ..■^^-■^^^^^^■^fc^c.^L 



à m / BiaSsiafB — S) 
^ 2 ~|/ 8in(C— .S)aia(A— S) 

**°S "2" ~ 1/ sin (A — S) Bill (fi — #) * 
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iSI« «-» Troimèmê Md. — Booaiei: la» *,C ^ siVj^CM 
« > 6.) 

Le triangle est toujours possible. Oadttonmaca A et B par 
deux analofi^s deJ^féper (a^ 11<^, 



A+B a—b 
tang ^ *^^ 5 


A-B . a—» 


cot — ^* i 


cot^ 8in ^ 



qui donnent la demi^sofome^la ^ilteiid'^flllfêretiee Ses angles A 
^t B ; on calculera ûnsuite Ja câiô«>par une autre analogie 

a— ft . A—B 



tang — ;| — sm 



,^^ ^^ .. A + B • 

'tang — sm — ^ — 

A+B 

L'angle — -^- — , compris entre et w, est déterminé par sa 

A. B 

tangente sans ambiguïté ; il en est de même de l'angle — -^ — i 

qui est oongflRÎB^&fTOD^et -^ • 



iS9. — Remarques. — Souvenît daniltt applications on n'a 
besoin que du côté c ; alors on le détermine par .la formule 

cos c = cos a cos & + sin a sin 6 cosG, 

ou 

cos c = cosb (cos a-+ sin a taiig b cos G), 

que l'on rend calculable par logarithmes, à l'aide d'un angle 
auxiliaire. Sillon pose 

tang f = tang b cos G» 
on a 

cos b cos la — f) 

cos (f 

La même méthode pomt'ait ét3*e employée pour le calcul 
des angles A et B ; mais elle n^offre pat d'avantage sur la pre- 
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mièie. En effet, les formules gui établissent des relations entre 
chacun des éléments inconnus et les données sont 

cot a sin 6 = cos 6 cos G 4- sin G cot Â, 
cet 6 sin a = cos a cos G -[- sin G cot B, 

oa 

sin G cot A = cot a (sin b — cos & iang a ces G), 

sin G cot B = cot 6 (sin a — cosa tang b cos G). 

La seconde devient calculable par logarithmes, à Taide dft 
Tangle auxiliaire f considéré précédemment, 

^^ cot G sin (a — ®) 

cot B = r-^= ^« 

sm f 
De la première on déduit pareillement 

cot C sin {b — ^) 



cot A = 



sin ^ 

en posant 

tang ^ = tang a cos G. 

f 8S. — L'emploi des angles auxiliaires f et ^ équivaut à la 
décomposition du triangle en deux triangles rectangles. 

Soit AD (ûg. 50) Tare mené du point Â 
perpendiculairement à BG ; dans le triangle 
ADG, on a 

tang CD = tang b cos G, 

ce qui indique que l'angle auxiliaire f est 
égal à Tare GD. On a ensuite 

Fig. 60. 

._. cos 6 . .-^ sin y 

cosAD = , tang AD = — -^• 

cos y cot G 

Le triangle ADB donne 

AT% / ^ cosô cos(a— «») 

cosc = cos AD cos (a — ©) = ^ ^, 

^ ^' cos y • 

^ _, sin (a — 9) cot G sin (a — 9) 

cot B = ^^ 2^= ^ '^ ■• 

tang AD sin f 
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On obtiendrait de même Tangle A par une perpendiculaire 
menée du point B sur ÂG. 

184. — Quatrième cas. — Données: A, B, c. (On suppose 
A>B.) 

Le triangle est toujours possible. On déterminera a et 6 par 
deux des analogies de Néper 



lang J 


A — B 

C08 2 


a—b . A— B 
tang— ^ — nn ^ 




tang y 


-«.-^' 


^ e -. . A+B' 
tang-^ 8in ^ 



gui donnent la demi-somme et la demi-différence des côtés a^ 
et b ; puis on calculera G par une autre analogie 



A 
tang — 


2 


B^ 


^ 


sin 


a — 6 
2 


cot 


G 
2 




sia 


a + b • 
2 



185. — Remarques. — Si Ton ne demandait que l'angle G^ 
on l'obtiendrait par la formule 

cos G =— cos A cos B + sin A sin B cos c, 
ou 

cosG = c03B ( — cos A + sin A tangBcosc). 

81 Ton pose 

cot r = tang B cos o, 

cette formule devient 

^ cos B sin (A — 9) 

cosG= r-^^ ^^» 

sm f 

Pour calculer par la même méttxode les côtés a et 6, on se 
servirait des formules 

cota sin c = CO86 cos B-|- sin B cot A, 
cot b sin c = cos cos A -|- sin A cot B. 

gui lient chacun des éléments inconnus aux données. La se- 
conde devient calculable par logarithmes au moyen de l'angle 
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auxUi.aJ£^ %^ qL Tqix a. 

COS y ^ 

Si Ton pose 

eolf =rteM^A cosrc^, 
on déduit de la première 

cot c COS CB «^ 4J[ 

©îT peut interpréte»f oowune pr$;éeitou»ent, cfiffi^ 9^iivàê^ 
métiOkMle de résolutSon du triangle pajc uQâ. diksQaytâsijym ^ 
dwia triangles rectaagJljes,,.Soit, ei»<rftet^ Att(fig. 5QiraPG^per- 
pendiculaire à BG ; dans le triangle BAD on a 

inliBiAkilsR QQai<rtaB9 lu 
Tangle auxiliaota ?> wtdM» égal âb BAfii'^ piri^ 

.^ QDSB ^ ._ COSflp 

cosAI>=:— 7— -, tm^èûà— ^ 



sïa^ '^ eotc 

Le triangle DAC dooo^ ensuitiB 

cos B sin (A — f) 



COS C = cos AD sin CAD = 



sm f 

tang AD «ow^ 

On obtJQBufa^ <ts, «^ Wifffliilii<llfc{i«aà â.i«tao»:9»fpendicu- 
laire à A G. 

tse. — Cinquième cas. — Données : a, &, A. 
On détermine B par la {ûrmute 

. T^ sin 6 sin A 

sm B = m^ 

sm a 

Pour que le ftfiajiiglft m& pm5ild% ik faut d^abord que 
Ton trouve pour log sin B une quantité négative ; si cette con- 
dition est rempKe; la Ibnnufo âoBoe^ poov 9 dtax angles 
supplémentaires. On sait que, dans un trî^a»^ si^itétriqtie, db- 
deux côtés, te plias ^ao^i. «eli^^nNsè ai» jdhissgmiid angle; it 
faut donc qne im, dttos iiiSiBCfÊmm a~& fà ii<-^B aient le 

9fttî^t kmtié^ Qoaditiâc^ il ^6i^ààmk(f^^ id!^mkk qm <I» 
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triangle admettant les éléments donnés. Si une seule de» va* 
leurs de B satisfait à la condttioa êm>iicée, on la conservera et 
on rejettera l'autre* Si laftâoua iak«ifi ùù B aitiMouftà k con- 
dition, on les conservera toutes le»4^uz. Nous démontrerons 
que toute valeur de B latiifalsaitf 4.|a condition dont il s*agit 
donne une solutioDi d^ k ({Watio»» 
Quand on connaît B, pn calcul^ Q par Tune des analogies de 

Néper, 

. a + *. A~B 
G Bxn-y-tang— ^- 

COt ^ ^!^X ' ' "i»*»^ 



2^ . a-6 

siir- 



2 

Puisque la v«lew de B que Von cmsiàbam Ml telle que les 
deux différenous a ^I» €t A»— B Qot môme 9lgm, cette formule 

donnera pour -^ un angle aigu e|, par conséquent, pom» C une 



valeur convenable. 
On calcule d« mhw Q par Taoïiloigtei Ae N^per 

. A+B^ a—b 



2 " ^ a 

*^"*T =^ . A^B • 

Il est aisé de reconnaître qi«t lesii élément» G «t c ainsi cal- 
culés, joints aux éléments donndu a, fr, Â et àPangle B que Ton 

considèM» Q^q«UtikB»4 l»tM> W tnaftftte» Qi; fffetf «viQ I: wtW C 
deux côtés et les a et 2^ qui l«Q(Wij^inQ«*m peo^ tûu^ours 
former un triaogl^. Appelcmi ç^^ A^ et B^ les trois autres élé- 
Dans ce triments de f» triang^. angle on a 

aia-— 4— tang 



COt -;;-=* 



2 ^ ^~ 

8zn 



W « ' ■ ' I J > 



«a 4. d'ùUeiws» m TWtu. du c^Uul m$m« d* G, 



eot-^aas * * 



2 , A«*6 



•k.. 
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donc 

A, — B^ = A — B. 

Dans ce même triangle on a, d'autre part, 

sin a sin A| 
sin b sin B^ 
On a d'ailleurs, en vertu du calcul même de B, 

sin a sin A 

sin h sin B 
Il en résuite 

sin A| sin A 

sin B^ sin B ' 

et par suite 

sin A| — sin B ^ sin A — sin B 

sin A^ -|- sin B^ sin A + sin B * 

A,-B, ^ A-B 
tang — î— — i- tang 5 



A| + B^ ~ ^ A+ B ' 
tang * ^ tang ^ — 

Les angles A^ — B| et A — B étant égaux, on en conclut 

A, + B^ , A + B 
tang '^ ^ = tang -^ 

Xes angles — ^"J" ^ et — i — , compris entre et ir, ayant 

même tangente, sont égaux. On a ainsi A^ = A, B^ = B. 
Dans le triangle on a encore 

A. + Bi X a — 6 
tang-jj-= 



8m_L_— 

En comparant cette formule avec celle qui a servi à détermi- 
ner c, on voit que c^^=zc. 

Ainsi, immédiatement après le calcul de B, on sait le 
nombre des solutions. Lorsqu'il y a deux solutions, on calcule 
successivement les deux valeurs de C et les deux valeurs de e 
qui correspondent aux deux valeurs de B, et on obtient ainsi 
les éléments des deux triangles. 
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Remarques. — On pourrait déterminer directement les élé- 
ments c et G par les formules 

cos a = cos 6 cos c + sin b sin c cos A, 
cot a sin 6 = cos b cosC + sinC cot A. 

Si Ton pose 

tangr == tang 6 cos A, cot 4» = cos 6 tang A, 
on a 

, , . cos a cos 9 #^ . N . X i i. 

cos {c — 4») = ^— ^ , cos (G — ip) = cos4» tango cota. 

Gomme on peut construire un triangle en prenant à volonté 

deux côtés et l'angle compris, chacune des 
valeurs de c ou de G. donnée par ces formules 
est admissible. Si l'on abaisse du point G 
Tare GD perpendiculaire sur AB, l'angle 
auxiliaire y est égal à AD et l'angle ^ à 
l'angle AGD ; il en résulte que les deux diffé- 
rences c — f etG — '^ ont le même signe ; 

elles sont positives ou négatives, suivant que les angles A et B 

sont ou ne sont pas de même espèce. 

tS9. — Sixième cas. — Données : A, B, a. 
On détermine b par la formule 

. , sin a sin B 

sm& = : — T , 

sm A 

qui donne pour b deux valeurs supplémentaires. On conserve 
seulement celles qui rendent les deux différences a^b et A — B 
de même signe, et on voit ainsi combien la question admet de 
solutions. 

On calcule ensuite c et G parles analogies de Néper employées 
dans le cas précédent. 

Remarques, — On déterminerait directement les inconnues 
G, c par les formules 

cos A = — cos B cos G + sin B sin G cosa, 
cot a sin c = cos c cos B + sin B cot A. 

Si l'on pose 

cot a 
cotnf = cosa tangB, rot 9= rp-j 

' ^ cosB 

• » 

10 
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il vient 

'in ix cos AsintJ» . 

8in (C — ^) = fi" ' ^^^ ^ — ^^^ ^^^ f cot A tang B. 

En abaissant Tare CD perpendiculaire sur AB (flg. 51), on 
Toit que l'angle y est égal à Tare BD et Tangle ^ à l'angle BCD. 

Les valeurs absolues des différences o— f, G — ^repré- 
sentent un côté et l'angle opposé du triangle rectangle GBD ; 
donc ces difiës^aces sont de même espèce. 

Lorsqu'on prend c — y aigu, les deux côtés CA, CD du tri- 
angle CAD doivent être de même espèce, et oomme CD est de 
même espèce que B, il en résulte que è et B sont à la fois aigus 
ou obtus ; c'est le contraire qui a lieu lorsqu'on suppose o — ? 
obtus. 

188. — Lorsqu'on applique la méthode des angles auxi- 
liaires, et qu'un angle est déterminé par un cosinus, une tan- 
gente ou une cotangente ayant une valeur négative, on opère 
comme il a été indiqué pour les triangles rectangles (n* 128), 
e'est-à-dire que l'on calcule le supplément de l'angle con- 
ftidéré. 

EXPRESSION DES GOTÉS EN MÈTRES. 

tSO. — Dans toutes les formules précédentes, les côtés a, 6, c 
n'entrent que par leurs lignes trigonométriques ; on peut donc 
le» ajj^liquer tooles les fois que les cotés sont évalués eu degrés, 
minutes et secondes, queUe que soit la gcanjdeur du rayon de 
la sphère par rapport à l'unité linéaire. Supposons que ce 
rayon importé à unft certaine unités au mètre» par exemple, 
ait pour * mesure R ; lorsqu'on connaîtra le nombre des 
secondes a contenues dana un coté, il sera facile de trouver le 
nombre de mètres a^ correspondant. Si l'on désigne par u la 
longueur de Varo d'une seconde dans un cercle dont le rayon 
est pris pour unité, l'arc d'une seconde dans le grand cercle 
de la sphère aura pour mesure Km, on aura donc 

a^ = aRtt. 

Les sept premièi*es décimales de log sin m ou de log sin 1^ 
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«étant les mêmes que celles de log », on peut, dans les calculs 
logarithmiques, Templacer eette formule par la eui vante 

a^ = àR sin P. 
On en tire, inrersement^ quand la longueur a^ est connne, 

/E— _J!l_. 

BXPRESSIOll DB LA SURPAGB EN MÈTRES CARRÉS. 

têm. — La tnirbice delà q^hère de rayon R a po«er expression 
4irR*; œfle du triangle tri-rectangle, qui est la huitième partie 

de la sphère, a pour valeur —5— ; si â&ac on désigne j^ax T 
Taire d'un triangle dont Texcès sphérique est 2S, on aui 

ttRî 2S 



2 ^ D 

L'excès sphérique 2S et l'angle droit B étant évalués en 

secondes, le quotient -jr=- est égal au nombre oo que nous 

remplaçons par sin V ; il en résulte 

T = 2R«8 «in 1^ 

Dans les aj^icaliotts géodèsiqnas, en eoseidéraiil la terre 
comme une ftj^ière dont ua grand cercle a pour ciicaoléffencd 
40000000 de mètres, on aura la longueur R« de Tare d'une 
seconde par fak formule 

20000000 10000 



R» = 



648000 324 ' 



d'où 



toooo 

^~ sial^ \ 384 j * 



ir 
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DES FORMULES DE LA. TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE DÉDUIRE CELLES DE LA 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 

141 — Imaginons un triangle spfaérique tracé sur une sphère d'un 
très-grand rayon, et prenons pour unité de longueur une ligne quel- 
conque ; soient ai, 61, Ci, R les nombres qui représentent les côtés et 
le rayon mesurés avec cette unit|^, on aura 

Si Ton &il croître R indéfiniment, tandis que les côtés ai, bi, c^ con- 
servent des longueurs finies, le triangle sphérique a pour limite un 
triangle recliligne. Les arcs a, 6, c tendent vers zéro, et les produits 
R siu a, R sin 6, R sin c, vers «i, 61, Ci ; on a en effet, R sin a 

_ sin a sin a ,. sin a . , i- /t> • . 

= Ra = ai ; or lim — = 1 ; donc lim (R sm a) 

= ai ; on trouverait de môme lim (r sin "9")==^ • ^^^^ P^sé, les 

relations 

sin g __ sin b ^_ sin c R sin a __ Rsin6 R sia c 

sin A ^ sin B^ ^ sin G ' ^^ sin A "" sin B "" sin G * 

quand R augmente indéfiniment, deviennent 

fli _ ^1 Cl 



sin A sin B sin G * 

La formule cos a = cos 6 cos c + sin b sin c cos A, quand on y 

a 
remplace cos a par 1 — 2 sin« y ®^ ^^ même cos b et cos c, s'écrit 

sin* Y = sin» ôt + sin» "S" "" ^ ^^^' "2 ®^^* T "" Y ®^^ ^ ®^^ ^ ^^^ '^' 
ou 

H°Tr=(»"4)'+H"T)'-|rH4)'(«»-i)' 

— -^ (R sin 6) (R sin c) cos A 
Quand R augmente indéfiniment/ elle se réduit à 

(^)'=(4)'+(fr-i'-»"*. 

ou 

ai« = 6i« + Cl» — 26iCi cos A» 
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Application». 




Fig. 52, 



Réduire un angle à V horizon. 

14».— On connaît l'angle AOB de deux droites OA, OB, ainsi que 

Tangle que fait chacune d'elles avec la verticale 
OZ, et Ton demande TaDgle A'OB' formé parles 
projections des droites OA et OB sur un plan 
horizontal (fig. 52). 

Les droites OA, OB, OZ forment un trièdre dont 
les trois faces sont connues. L'angle inconnu 
A'OB' mesure l'angle dièdre opposé â la face 
AOB ; on l'obtient au moyen de l'une des for- 
mules qui correspondent au premier cas des 
triangles quelconques (n^ 129). 

Remarque. — Lorsqu'on se sert du théodolite^ l'instrument donne 
directement l'angle dièdre OZ ; on peut mesurer également chacun 
des angles ZOA, ZOB ; on en déduirait par le calcul l'angle AOB, au 
moyen des formules du troisième cas des triangles quelconques. Si 
l'on ne demande que Fangle AOB, od devra employer la seconde mé- 
thode (no 132)- 

Trouver la distance de deux points A, B placés à la surface de la 
terrCy connaissant leurs longitudes et leurs latitudes. 

f 4S.— SoitP le pôle boréal (fig. 53); joignons les points P, A, Bpar 

des arcs de grands cercles, et cherchons d'a- 
bord le côté AB en degrés»minuteset secondes. 
Les limgitudes étant comptées de à 360^ 
l'angle P est égal à la différence entre les lon- 
gitudes J et P des deux points, si cette diffé- 
rence est inférieure à 180*, ou à l'excès de 
3600 sur la différence, si elle surpasse 1 80*. Les 
côtés PA, PB, évalués en degrés, sont 90^, 
^ =p >, suivant que les latitudes X et V sont 
boréales ou australes. 

n faudra appliquer les formules du troisième cas, deuxième mé* 
thode (no 132). 
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Connaissant le côté AB en degrés, on détermine sa longueur ea 
mètres par la formule du n* 139. 

On connaît les Umgiiuia et Us haHud$s de trois poinU A, B, G 
placés à la surface de la terre et on demande l'aire du triangle ABC. 

14t.— En formant comme précédemment les triangles PAB, PAC, 

PBC (fig. 54), dans chacun desquels on connaît 

^/^/ f ^\ deux côtés et Tangle compris, les formules du 

troisième cas, première méthode, donneront 

PAB 4- PBA PAC 4- PGA 

a?= ^ , y = ^ , 

PBC + PCB 




2 

Fig.54 Pour fixer les idées, supposons que le point C 

soit compris dans le fuseau APB, la quaiUilé 



(y + ^-«--î-) 



est positive ou native, suivant que le point C est extérieur du inté- 
rieur au triangle AP6 ; d'ailleurs sa valeur absolue est égale à la 
moitié de Texcês spbérique du triangle ABC. Dès que Ton connaît 
Texcès sphérique, la formule du n» 140 donne la surfoce en mètres 
carrés. 

Yolwne Sun pàrallêlipipède en fonction de trois arUes coniiguës 
et des angles qu'elles font entre elles. 

144. - SoÀeat OA, OB, OG trois arêtes contigiifis d'ua {larallélipi- 
pède ; appelons f, g, h leurs longueurs, A, B, C les angles dièdres du 
trièdre qui a son sommet en 0, a, 6, c les faces opposées, et V le vo- 
lume demandé. Du point C abaissons la perpendiculaire CI sur la 
face AOB, et joignons le point au point I. L*aire du parallélo- 
grattune, doBi leso6létaoi»tf*rt f, est 

fa «n AOB = /^ sîii c ; 

la perpendiculaire CI a pour expression 

CI==&siaGOI; 

10130, daei le trièdre raoinigle OUAI» on « 

siiiCDI ssift COAûi AesEsin 6 sifi A, 

V^fgh einbmxc sin A = 2fgh tàubtànctàa^cù&à.. 

A A 

Si Ton reoipiice sin ~ , cos-^ far leure vatean eu foactiaiis de 

o>^,c, (n« 111), il vient 



ÂPPLICATK)Nâ. 
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V = 2/^A y Bin p sin (p-^i) sin (p— 6) sin {p—c). 



Le votume de tétraèdre qui aurait pour arêtes contiguôs /", g y h est 
le sixième da volume précédent. 

APPUCATIONS NUMÉRIQUES. 

tâ»,'-Premier exemple.— Données a=65«4'32',6, 6=:75rç3'08'^4, 
c = 56*i5'24^8. 
On détermine les inconnues A, B, C, par les formules 



1/ 



laag 



B 



• • • 



6= 75•23'08'^4 

c=56|^15W»8 

2p=197«0y05'',8 



p - a = 33*07' (r,3 

p — 5 = 23*08'2r,5 

p-c = 42•16'08^î 

p = 98•31'32'^9 



log sin (p-o) = ÎI7374685 
log sin (p-6) = 1,5943720 
log sin (p— c) = 1,8277641 
log sin p = 1^9951740 



Calcul de A, 



: 1,5943720 

:l';827764l 
: 0,0048260 
= 0,2625315 

1,6894936 
log tang A = 1,8447468 



log sin (p— 6) 

log sin (pt-c) 
log sin p 
log ain (p—a) 



2 



= 34*58'12'',92 



Calcul défi 

log sin (p-c) = î,8277641 

log sin Ip^a) = 1,7374685 
log sin p = 0,0048260 
log sin (p-ô) = 0,4056280 

1,9876866 
log tang —- = 1,98^» 






Calcul de G. 



log sin (p— o) 

log sin (p— 6) 

- )og sin p 

- log sin (p— c) 

C 



r.7374685 

1,5943720 
0,0048260 
0,1722359 

î,5089024 



log tang -|-= 1,7544512 



2 



= 29*36'08*,65 



A= 69W!^'',84 
B= 88•23'47'^04 
C= 59*12'17^30 

A+B+G=217*32'3V',« 
dTeit r«SDèi ephérique 
'2 S ==s'37*22'30%18 



i5t 
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Calcul direct de Texcès sphérique. 



V 



logtaDg-|-=: 0,0648613 
Jog teDg -2Z±= r,4732272 
logtang.H=:^ = r,31 11734 



Jog tang 



P-c ^T 



= 1,5872158 



log tang 4- =1^2182404 

A= 9*23 W^54 

2 S = 37*32'30^,16 

La différence avec la pre- 
mière valeur est ^',02. 



2.4364807 
i A9.~j9ei/a;tème ea?emp/e.— Calculer la distance de Paris à Moscou. 

Données : 

Paris, longitude 0* , latitude 48»o0'02'', complément 4l»0y48''^; 
Moscou 35n7'30^, 55*45a3'', 34n4'47'^ 

Formules : 

k /n « cos h cos (a— î>) 
tang y = tang h cos C, cos c = ! — tL 

cos î> 

h = 34*4 1'47'^ a = 41»09'48'', C = 35* 1 7'30^, 



Calcul de f • 

log tang h = î,8330090 
log cos C = 1,9118081 

log tang î» =7,7448171 
^ = 29*03'34'!',61 
a — y=;12•06'13^36 



Calcul de c* 

log cos h = r,9l73087 

log cos (a~î») = 1,9902366 
— log cos y = 0,0584315 

log cos c = 7,9659768 
c = 22*23'4''37 = 80584''37 



Formule : 



Calcul de c en mètres. 

_ 80584,37 X 100 00 
324 



log 80584,37 = 4,9062508 
log 10000 = 4 

log 234 = 3|4894550 
log c = 6,3956995 

c = 2487131 mètres = 2487 kllom. 



APPLICATIONS. IbS 

Questions à résoudre. 

m 

1 — Étant donné un triangle sphérique rectangle ayant les éléments 
fl, c, B, démontrer qu'un second triangle rectangle admet les éléments 

a'=^^^c, c'=^-a, B' = B. 

2 — Si on applle l^, l^, l^, les médianes d'un triangle sphérique, on a 

cos 6+cos c , cos (H-cos a , cos a +cos b 
co8/« = ^ — , cos/4= T , cos/ = 2 . 

cos Y ^^s-2 ^°^ T 

3 — Si on appelle 4, d^, d^, les bissectrices des angles d'un triangle 
sphérique, on a 

A B .G 

sin 6 sin c cos « sin c sin a cos -5 sin a sin 6 cos ^ , 

langd = . , , , tangdA= . . . • tangd^= — . ,^ , m 

• 8in(6+c) ' ^ * sin(c+a) ^ "" sm(a + 6) 

4 — On donne un petit cercle sur la sphère et un point P sur la sphère, 

par le point P on mène un grand cercle quelconque coupant le petit 

PA PB 

cercle en A et B ; démontrer que le produit tang -y" ^^S "Y' ®^^ 

constant. 

5 — Si l'on appelle 2S l'excès sphérique d'un triangle, on a 
1 -[-cosa + cos6 + cosc 



cotS = 



sinS = 



2a 

A 



a b c * 
2 cos -^ cos «Y cos Y 



cos* -i +cos« -5- + cos« -s- — 1 

o i+cosa4-cos6+cos(? 2 2 l 

cos b = — ■ 7 = -z r z • 

abc ^ 0, b c 

4cos— -cosy^osy î cos y ^s y cos y 

a b c , ^ a b c 
g l-cosaY-cos^Y^^s^Y+^^^T^^T^^^Y 
tangY = 1 [ 

Dans ces formules, p désigne le demi-périmètre et A la quantité 

\/ sin p sin {p—a) sin (jd— &) sin (p— c). 
6 — Quand le triangle est rectangle, on a 

tang S = tang Y *^°^ "2" • 



toi LIVRE m, CHAPITRE lll. 

7 — Si on appelle a, p, y les arcsx[ui joignent deux à deux les mi* 
lieux des côtés d*un triangle sphérique, on a • 

C08« COSP C0S7 14-C0S«+C0S&-t"C08«? 



fl «^« i^ c .abc 
cos Y cos — cos Y 4 cos _ cos -^ cos Y 



= cos S. 



8 — Si Ton prolonge Tare a jusqu'à sa rencontre en D avec le côté a 
et que Von porte à partir du poîot D sur Tare « une longueur DE 

^le à «, fiur le côté a une longueur DF égale à -3- , te triangle DEF 

est rectangle en F, et l'arc EF est égal au demi-excès sphérique S. 

9 — Soient A, B, C et A', B', G' les sommets de deux triangles po- 
laires tracés sur une sphère qui a son centre en 0, et dont le rayon est 
pris pour unité, >, ;*, u les angles AOA', BOB', COC', enfin r et V les 
vdiUDesdes parallélipipèdes qui auraient pour arêtes ^oûoiiguës, le 
premier OA, OB,OG et le second OA', OB', OG'j on a 

t? = sin a cos 11 = sin 6 cos pi = sin c cos u, 
V= Bîn A cos ^ = sin B cos ^ = an € cos w, 

V sin a _ sin h sin c 

T"" sSa sinB ■** shiG' 
cosOk cos p cos u = sin a sin b sin c sin A sin B sin €1» 
1; V s= cos i cos |i cos v» 

v' V* 

sin a sin b siu e, —— = na Ainn B sin G. 



V ' V 

10 — Étant donnés le nombre et la grandeur des faces d'un angle 
solide régulier, calculer son angle dièdre, Fangle du cône inscrit et 
celui du cône circonscrit. Applicailion aux polyèdres réguliers. 

M — Lors(pz'un rayon lumineux traverse un prisme obliquement 
à sa section principale, le rayon incident et le rayi»i émergent font le 
même angle arec cette section principale. 

\t — Résoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant l'hy- 
poténuse et le rayon du cercle inscrit. 

13 -- Résoudre tin triangle spfaënqoe connaissant : 
1» La base, )a hauteur et i'angte au sommet ; 

2« La base, la hauteur et la somme ou la différence des deux autres 
Cvtes ] 

3» La base, l'angle au sommet et la somme oa la dil^:ence des 
deux autres côtés. 

14 — Calculer les distances du pôle du cercle inscrit dans un 
triangle à ses trois soauBets, et tes distaiMses du pôle du cercle cir* 
conscrit aux trois côtés. 



15 — Résoudre tru triangle spliérique, coonaissaiit ia base, un des 
angles adjacente^ «t k somme ou la différence des deax autres côtés 

16 •*- Lorsque les élé»eat0 d'ua tna^gle spbérique aatiâfoBiaux 
relations 

sin A sin B sin G . 



sin a sin 6 sin c 

deux des côtés sont respectivemenj; égaux aux angles opposés, tandis 
que le troisième côté est le supplément de Tangle opposé. 

17 — Résoudre un triangle sphérique, connaissant les sommes ob- 
tenues en ajoutant à cbaque côté Tangle opposé. 

18 — Sur la surface d'une sphère de rayon R, on trace un petit 
cercle de rayon r, on divise la circonférence de ce petit cercle en trois 
parties proportionnelles aux nombres 1, 2, 3, et Ton joint les points 
de division A, B, G par des arcs de grand cercle. 

Gela posé, on demande de calculer les côtés du triangle sphérique 
ABG en mètres, la surface en mètres carrés, et les angles en degrés, 
minutes, secondes. 

On prendra 

R = 6366 198 mètres, 
r=Rcos(48«50'13^0. 

(Composition pour le Concours d>dmission à TÉcole Polytechnique 
en 1856.) 

19 — Les arcs de grand cercle menés d*un même point aux som- 
mets d'un triangle sphérique déterminent sur les côtés* six segments; 
démontrer que le produit des sinus de trois segments qui n'ont pas 
d'extrémité commune est égal au produit des sinus des trois autres 
segments. Réciproque. 

20 — Un grand cercle quelconque détermine sur les côtés d'un 
triangle six segments ; démontrer que le produit des sinus de trois 
segments qui n'ont pas d'extrémiti"* commune est égal et de signe con- 
traire au produit des sinus des trois autres. Réciproque. 

21 — Les arcs menés des sommets d'un triangle au milieu des 
côtés opposés se coupent au même point. 

Les arcs qui divisent les angles en deux parties égales se coupent 
au même point. 

Les arcs menés des sommets perpendiculairement sur les côtés op- 
posés se coupent au même point. 

Les arcs menés par les sommets de façon qu'ils partagent l'aire du 
triangle en deux parties égales se coupent au même point. 
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22 — Étant donné un petit cercle dont le pôle est G et un point P, 

par le point P on mène un grand cercle quelconque rencontrant le 

AGP BCP 

petit cercle en A et B, démontrer que le produit lang -^ tang — ^ 

est constant. 



LIVRE IV 



COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 

CIRCULAIRES. 



CHAPITRE I 

Maltipllcatlon et division* 



FORMULE DE MOIVRB. 

i A8.— -Afi n de s implifier récriture, nous représen teronis par la lettre i 
le symbole V — 1 et par a-]- bi une quantité imaginaire quel- 
conque, a et 6 étant deux quantités réelles, positives ou négatives. 

Soit r un nombre positif, a un angle; on peut toujours poser 

a == r cos a, 6 = r sin a : 
d'où 

r= \/a« + 6« , co8a=-5L sin«=— . 

r r 

De cette manière, la quantité imaginaire se met sous la forme 

r(cos a + i sin a). 

Le nombre r s'appelle le module, Tangle a Vargument de la quan- 
tité imaginaire. Le module est parfaitement déterminé ; mais Fargu* 
ment a une infinité de valeurs*? comme cet argument est donné par 
âon sinus et son cosinus, c'est l'un quelconque des arcs qui aboutissent 
en un même point de la circonférence. Pour que deux quantités ima- 
glD aires soient égales, il est nécessaire et il suffît que leurs modules 
soient égaux et que leurs arguments soient égaux ou différent d'un 
multiple de 2ir. 

Les quantités réelles sont comprises sous cette forme générale des 
quantités imaginaires ; car 

r (cos + i sin 0) = r, 
r (cos TT -}- i sin tt) = — r. 

Ainsi une quantité Réelle positive peut être considérée comme une 
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quantité imaginaire dont Targument est 0, une quantité négative 
comme Une quantité imaginaire dont Targunient est n. 

Lorsqu'on donne une quantité imaginaire a + 6î, et que Ton veut 
trouver son module et son argunnuort, oq calcule d'abord l'argument 

par la formule tang a = — , puis le module par la formule r = — 



û sin a 

ou r = — - — • On prendra poof « «« aie compris entre et it, ou 
cos « 

entre n et 27r, suivant que b est positif ou négatif. 

140. — Si Ton fait le produit des expressions cos a + i sin a, 
cos b -f-isin6, d'après les règies^ èa estait les quantités imaginaires, 
on trouve 

(cm • + 1 m <r) fo» b^ + ismB) 
= (cos a cos 5 — sin a sin 6) + i (si^ a cos 6 -|- cos a sin b), 

ou 

(cos a + » sîR o) (cos 6 4- * »tt ^) «=<»« («+ ^1 + ^ sin (a+ b). 

Si Ton multiplie ces deux quantités égales par le iacteuc cos c+iûuc^ 
on a de même 

(coe â + î sin a) (cûB fr 4- i sia b} (eos e-faiik i sia c) 
s=eo6 (ia4-* +*) + * ^ (a -h* 4- «)• 
On a en général 

(1) (cos a-^-i sin a) (cos b-\-i sin 6) . . . (coa A+i sin h) 
= cos {a \ b\ . . . -fA) -f i sin (a+H- ...+*). 

Supposons maintenant que Vo» eUect^ie le produit saos &ire au* 
cune réduction, la partie réelle donnera cos (a-f-^+ . . . +/i), le coef- 
ficient de i donnera sin (0+6+ . . . -f-A), en fonction des sinus et des 
cosinus des arcs #, fry . . . , ft^ On a 

(cos a + » sin a) (cos 6 -|- 1 sin b) (cos c+ tsîu «f . . . 
= cos a cos 6 cos c ... Cî + * tang a] (l -f- » tang &] (î -j- * ^i^ 0— 

Si ron appeifle St la somme des tanguâtes, S» la soinaie ies produïls 
de ces tangentes deux à âeucx, etc., il vient 

(1 + z tang a)({ + i tang 6) (1 + 1 tang e?) .. . 

• = 1 + Si i - St - Sa i + S* + S, i — . . . 

= (l - Sî + S4- . . .) + i (Si - S» + Si. -- , . .). 

On en déduit 

(2) cos (a-^b-^-c-^- . . . ) = cos a cos 6 cos tf . . . (l — Si+S*- . . .)> 
(^ sin (a-f6-ffr+- . • . >=i cos « cos & cos c . . . (Si— Sr^-Sr-f- . . .). 
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Eq divisant membre à membre, on en conclut 

(4) tang {a + b + c+...)=^ ^'tS' ' ' - 

Si dans la formule (i) on suppose que les m arcs a, 6, c,.„, de- 
viennent égaux entre eux, on obtient la formule 

(5) [(C08 o -1-^ sin a)]^= cosm a + i mu w o, 
^nnue sous le nom de formule de Moivre. 

150. — Soient r et r' les modoles» « et «^ les aigimteiits de deux 
qnantiÉéft imaginaires, on a 

r (cos a + i sîn «) X r' (coa«' + i sin «0 
= rr'[cos (a -f. a/) -4- 1 sîn (a -f- «01. 

Ainsi, le produit dt phamven quafUiUê MMfàtatr» é$t %me nmi" 
mile qtmntité imaginaire qui a pour module le produit des modules^ 
€t pour argument la somme des arguments. 
On a aussi 

r(C08aH-tgiii«) r ^ ^ , . . ^ 

"77 j . > . ; = -zr [cos (a — a'> -i- • sm (« — a')] ; 

r'Ccosflr + ^sm «' r ^ "^ ' J» 

car, si Ton multiplie le second memlure par le diviaeiir, oo reproduit 
le dividende. Ainsi, le quotient de deux q%utntité$ imaginêvres a 
pour module le quotient des mûdvÀu et pour argummi la différence 
des argum>ents. , 

Oa a encore 

[r{c&B « + i sîn «)]»=rr*(cos m « -f- 1 sin m «). 

Ainsi, la puissance m* d^une quantité imaginaire a pour module 
(a puissance m* du module et pour argument le produit de P argu- 
ment par m. 

15i» — ProposoQS-QOuamainteAant d'extraire la nàson m^ d'one 
quantité imaginaire r (cûs « 4- ^ ^ "|! > i^ ^'^i^ ^^ trouver vne qBantité 
imaginaire p(cos » -{- i sin o»), qui, âerée à k puisfiaoBce m, repit>* 
duise la quantité dâsoée ; on doit donc avoir 

P^ (cos m » + 1 sin m ») = r (cos « + 1 sin a). 

Pour que ces deux quantités imaginaires soient égales, il est néces- 
saire que leurs modules soient égaux, et que leurs arguments soient 
^ux ou différent d*un multiple quelconque de 2 w. On aura dpnc 
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d'Où 

'^ m 

et les diverses valeurs de la racine cherchée seroot données pour la 
formule 

r"* I C08 — ^ h t sm — ), 

\ m ml 

± 

ians laquelle r^ est la racine arithmétique de r, et la lettre k désigne 
an nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

Il est aisé de voir, d'après cette formule, que l'inconnue admet m 
valeurs distinctes. En effet, si Ton donne à k les m valeurs consécutives 

0, 1,2.3,..., (m- 1), 

1 
on obtient m valeurs qui ont môme module r"* et pour argument les 
arcs 

oe a , 2«' a , o 2^ « i i -ix ^^ 
— , , H 2 1 ...1 h 'W — ^) 1 

m m m m m m m 

en progression arithmétique. Deux quelconques de ces arcs, ayant une 
différence moindre que 2ic, ne peuvent avoir .à la fois même sinus et 
même cosinus ; ainsi les m quantités qui leur correspondent sont dis- 
tinctes. Si Ton donnait à k les valeurs m, m+1, m+2,...,en négligeant 
un multiple de 27r, on retrouverait les arguments déjà obtenus, et les 
mômes racines se reproduiraient dans le môme ordre. Si Ton donnait 
à k les valeurs négatives —1, —2, —3,..., en retrouverait encore les 
mômes racines, mais dans un ordre inverse. Ainsi, la racine m* d'une 
quantité donnée admet m valeurs distinctes et n'en admet que m. 

MDLTlPLiGA.TION DES ARCS. 

15». — Nous avons indiqué dans le livre I (n© 35) une règle pour 
calculer de proche en proche les sinus et les cosinus des multiples 
successifs d'un arc a, La formule de Moivre donne immédiatement 
le sinus et le cosinus d'un multiple quelconque. En développant Ja 
formule du binôme, on a, en effet 

(cos a+i sin ar=cos"» a+ ^ i cos*"-*asin a- ^^?^^^cos"'"'asin^a 

1 1.2 

r-pr icos asin'a-j"'" 

= [cos~a-î:îÇl±cos-'asm»a+ ] 

+(^co8«-a8ina-îîî(î±Z^M 
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Mais on sait que 

(cos a + isin a)^ :=coama + iexama; 
on en conclat 

(6)coswa=cos*^a — ^ i 1 cos**"* a sin*a + . . . 

(7) 8in m 0= Ç C08-* a ain a- "'(«*-^)(^-^) cos""» a sin» a +... 

En divisant sîn ma par cos ma, et divisant ensuite les deux termes 
de la fraction par cos** a, on en déduit 

m , m(m-l)(m— 2( ,^„„. ^i 
— tang a { ^ ^ ^ a + * . . 

(8) tang ma= rn{m^\)^ _. , m(m-i)(m-2)(m-3), , ' 

1^ J_Jtang.a+ / ^^^^ 3/^ ^ tang^a-^... 

La formule (6) ne contenant que des puissances paires de sin a, si 
Ton remplace sin* a par 1 —cos* a, on voit que cos ma sera exprimé 
par un polynôme entier du degré m en cos a, et que, de plus, ce po- 
lynôme ne contiendra que des puissances paires, si m est pair, et des 
puissances impaires, si m est impair. 

Quant à la formule (7), il faut distinguer deux cas. Lorsque m est 
un nombre impair, la formule ne renferme que des puissances paires 
de cos a ; si l'on remplace cos* a par 1 — sin» a, on remarque que 
sin ma sera exprimé par un polynôme entier du degré m et ne renfer- 
mant que des puissances impaires de sin a. Lorsque m est pair, la 
formule ne renferme que des puissances impaires de cos a, on mettra 
cosa en facteur ; la quantité placée entre parenthèses sera un polynôme 
entier du degré m — 1 et ne renfermant que des puissances impaires 
de sin a. 

DIVISION DES ARCS. 

C'est la question inverse de la précédente : Étant données les fonc- 
tions circulaires (Tun arc^ trouver celles d'un arc sous-multiple du 
premier. Nous nous sommes déjà occupés du cas le plus simple, celui 
oii Ton divise Tare en deux parties égales (m 37). Nous traiterons 
maintenant la question d'une manière générale, et d'abord nous sup- 
poserons que Ton divise l'arc en trois parties égales. 

1&8. — Étant donné le cosinus (f un arc, trouver, le cosinus du 
tiers de cet arc. De la relation (6) on déduit, en faisant m = 3, 

cos 3a = cos'a — 3 cos a sin* a = 4 cos' a — 3 cos a ; 

11 
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en remplaçant n par -^ , on a 

COB o = 4 C08' -| — 3 ros -^ . 

Si, pour simplifier, on représente paf m l'inconnue cos ^ et tar é 
la quantité donnée eoB a, on oMent réqmtioii da trainene degrt. 

ODdémoDtreaisémentqnc-cette équiionaBeelioit racines réellea. En 
effet, au cosinus donné corre^wndent deux séries d'arcs terminés en 
Met en M' (flg.î5) ^prcoons l'are AN égal au liera de l'arc Alff. Pnisqne 
Varc AH peut être augmeMé «u diminué de use, deux, trois,..., cir- 
eonférences, il feul augmenter ou diminuer l'arc AN de un, deux, 
trois, . . , arcs dganx an tiers de k circonfé- 
rence, ce qui donne trois séries d'ans abontis- 
Bant aux Eommets d'un triangle éqnilaMral iu- 
scrit NWtNi. Pr^tms de même le liera — AN' 
de l'arc — AM', et, à partir du point N*, porlona 
à la suite les uns des autres des arcs égam au 
tiers de la circonférence, nous oMrendrom lr«s 
nouvelles séries d^rcs abostissaut aux gommctx 
ï^-"- d'un second triangle équrlatéral WN'iIPi Les 

deux points N et N' sont symétriques par rapport au dtantètre AA', et 
il en est de même des pointB Ni et H'i, Ni et M'i. fl en résulte que 
les arcs terminés aux sommets du second Iriangte ont mêmes cosinus 
que les arcs terminés aux sommets dn premier triangle. En général, 
les arcs terminés aux sommets de ce triangle admettent trois cosinus 
différents ; ainsi l'équation a ses trois racines réelles et différentes ; 
Ces trois racines sont comprises entre — 1 et -|- 1. 

Pottr que deux radoes de l'âquatioa soient Égales, U est uécessalreet 
il suffit^ue deux sommets du premier triangle saieat symétriques par 
NSfKirt au diamUre: AA' ; Duûa alors l'autre somioeL cQIactdeift avec 
lejtotnt A on avec le point A', ce' qui indîqm que l'un des ares -|- 

est ou ir ; la valewr cwrespoodants de L'arc a asra oa 3«, et par 
coDSéqueut le cosinus donné sera égal à + 1 ou à — 1. L'équation 
admet, dans ïe premier cas, )a racine simple -}- 1 et h racine rtouMe 

— 5" ; dans le second cas, la racine simple — 1 et la raci ne double -\- -s . 

Il est fecile de vérilier ces résultats sur l'éqaation. 
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iB4. ^ Êiam donné 1$ iimuê é^ are, trmuotr le smui du ti0r$ 
de cet arc. De la rekiion (7) on déduit, en fm^ni m s« 3, 

a 
€t| en rempIa^Bt a par -v- , 

a 
Si Ton représente par a; rinconnue sin -«- , elpar 6 la quantité donnée 

sin a, on obtient l'éqaatian da trdsiôme degré 

On démontre aisément que cette équation a ses trois racines réelles. 
En effet, au sinus donné correspondent deux séries d'arcs aboutissant 
à deux points M et M' (fîg. 56) situés sur une parallèle au diamètre AA'; 

a désignant Fun d'eux, tous ces arcs sont compris 

V dans les deux formules 2hn + «, (^^ + ^)* -^ •• 

2\n Si Ton prend le tiers des arcs terminés en M, on 

ZJa. a tnoii séries d'arci qui aboutissent aux sommets 

y d'un triangle équilatéral NNiNî, et qui sont re- 

présentés par la formule— ô — 1""3"* ^^ ^'^^ 

Fig. 56. prend le tiers des arcs terminés en M', on a trois 

nouvelles séries d'arcs qui aboutissent aux sommets du triangle équîla- 

(2A'4-lMf « 
téral N'N'jN'î, et qui sont représentés par la formule j ^ , 

La somme d'un arc des premières séries et d'un arc des secondes sé- 
ries est ■ ■' - g^ ■ • Si Fou attribue à & et à A' des valeurs satis- 
faisant à la relation ik 4* It' s=: 3^ + 1« <^Q9 laquelle ^ est un nombre 
<?ntier, cette somme deviendra CLh -^ l)ir ; mais on sait (n- 12) que, 
lorsque la somme de deux arcs est un multiple impair de n, ces arcs 
ont même sinus, et, par conséquent, leurs eidrémités sont situées 
«ur uue parallèle au diamètre AA'. Ainsi les deux triangles ont leurs 
«ommets situés respectivement sur des parallèles au diamètre AA'; 
les arcs terminés aux sommets du second triangle ayant mêmes sinus 
que les arcs terminés aux sommets du premier, on peut se borner à 
considérer le premier triangle. En général, tes arcs terminés aux 
sommets de ce triangle admettent trois sinus différents, et réqoatîon 
a ses trois racines réelles et différentes ; œB raeines sont comprises 
«ntre — let+ 1. 
Pour que deux rap>A<s de l'équation soient égales, il fault qme 



Aii^jv; 
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deux sommets du triangle soient situés sur une parallèle au dia- 
mètre AA', et alors l'autre sommet coïncidera avec le point B ou le 

a , ^ ^1 

point B', ce qui Indique que Tun des arcs -«- est + -y.ou — y" » ^^ 

Stt 3ir 

valeur correspondante de Tare a sera H — «- ou — -^ , et par con- 

séquentle sinusdonnéseraégal à— 1 ouà+l. L'équation admet, dans 

1 
le premier cas, la racine simple + 1 et la racine double — ô" , dans 

1 
le second cas la racine simple — 1 et la racine double + y • 

fl5&.— Étant donnée la tangente (Vvn arc, trouver la tangente du 
tiers de cet arc. De la relation (8) on déduit 

3 tang a — ta ngua 
tang 3 a = i-3tang«T~' 

a 
et, en remplaçant a par y » 

a a 

3 tang -« — tang* y 

tang a = • 

1— 3tang•-g- 



a 



Si Ton représente par x l'inconnue tang -j- et par 6 la quantité 

donnée tang a, on obtient Téquation du troisième degré 

(11) œ» — dbx^ — 3œ + 6 = 0. 

Cette équation a ses trois racines réelles. En effet, à la tangente 
donnée correspondent les arcs compris dans la formule Ajtt -[- a, et 
aboutissant à deux points diamétralement opposés. Si Ton prend le 

tiers de ces arcs, on a d'abord Tare -j- ; à Tare « on ajoute n autant 

de fois que Ton veut ; à l'arc -^ il faudra donc ajouter -^ , c'est à - 

dire la sixième partie de la circonférence, plusieurs fois successive- 
ment ; on obtiendra ainsi six séries d'arcs aboutissant aux sommets 
d'un hexagone régulier. Les arcs qui aboutissent à deux sommets 
diamétralement opposés ayant même tangente, on a trois tangentes 
différentes ; d'où Ton conclut que l'équation a ses trois racines réelles 
et différentes. Il est impossible que l'équation ait des racines égales, 
puisque trois sommets consécutifs de l'hexagone sont situés sur une 
même demi-circonférence. 
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ift#. — Étant donné cos a, trouver cos — , La relation f6). 

m * '* 

dans laquelle on remplace a par — , donne, pour déterminer cos-^ 

m tn ' 

une équation du degré m de la forme 

ft = Ao®"* - A, œ--* + Aia?*^* + 

Les arcs qui admettent le cosinus donné aboutissent à deux points 
M et M', symétriques par rapport au diamètre AA' ; si l'on prend la 
m* partie des arcs terminés en M, on obtient m séries d'arcs aboutis- 
sant aux sommets d'un polygone régulier de m côtés ; si Ton prend 
la meules arcs terminés en M', on obtient m nouvelles séries d'arcs 
aboutissant aux sommets d'un second polygone régulier symétrique 
du premier par rapport au diamètre AA'. Les arcs terminés aux som- 
mets du second polygone ayant môme cosinus que les arcs terminés 
aux sommets du premier, on obtient ainsi m valeurs différentes pour 

cos — , et par conséquent Téquation a ses m racines réelles diffé- 
m 

renies et comprises entre — 1 et + 1. 

Pour que l'équation ait des racines égales, il est nécessaire et il suffit 

que deux des sommets du premier polygone soient symétriques par 

rapport au diamètre A A', et alors tous les sommets, excepté ceux qui 

coïncident avec les points A ou A'^ seront symétriques deux à deux 

par rapport au diamètre AA'. Si m est impair, l'un des sommets 

coïncidera avec Tun des points A et A': Tune des valeurs de Tare 

sera ou tt ; la valeur correspondante de a sera elle-même ou mw, 
et par conséquent le cosinus donné sera égal à -}- i ou à — 1. L'équa- 
tion admet la racine simple 4- 1 ou — 1 j les autres racines étant égales 
deux à deux, si l'on divise' le premier membre de l'équation par a?— 1 
ou par â? 4- 1, on obtiendra un quotient carré parfait. Quand m est 
pair, il y a deux cas à distinguer : !•' Le polygone peut avoir deux 
sommets sur le diamètre, Tun en A, l'autre en A' ; l'une des valeurs de 

— étant égale à zért), la valeur c(»*resp<mdante de a est aussi égale à 

m 

zéro, et le cosinus donné est égal à 4- 1 ; l'équation admet les racines 
simples 4-1 et — J ; ses autres racines étant égales deux à deux, si 
l'on divise le polynôme par a;* ^ 1, le quotient sera un carré parfait. 
2o Si aucun des sommets du polygone n'est placé sur le diamètre AAf, 
la distance du point A au point voisin sera la moitié de l'un des arcs 

sous-tendus par les côtés du polygone, et par conséquent égale à — ; 

la valeur correspondante de a sera ^, et le cosinus donné sera égal 
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à — 1. Dans ce cas, toutes les racines sont doubles et le polynôme est 
un carré. 

ÈMé^ÉtmUémifié sin a, trouver sin ~ « li tait distiiuroer ûen% 

m 

cas : quand m est un nombre inqxair, la formule (7) condaît à une 
équation entière du m« degré ne renfermant que des puissances im- 
paires de œ. Au sinus donné correspoudeot tous les aros compris dans^ 
les deux formules îkjr + a, (2ft'4-l)7r — «, et aboutissant à deux 
points M et M' iitués sur une parallèle au diamètre AÂ^ Si Ton prend 
la im partie des aros terminés en M, on a m séries d'arcs représentés 

par la formule ^ — et aboutissant aux sommets d'un polygone 

régulier de m côtés ; si l'on prend h m« partie des arcs terminés en 
M', on a m nouTeiles séries d'arcs représentés par la formule 

et aboutissant aux soumets d'oa seeoiML polygone ré» 

gulicr de m côtés. La somme d'un arc des premières séries et d'un arc 

des secondes séries est ^ ^ ; si Ton attribue à & et à ft' 

m 

1H ~- 1 

des valeurs satiafaisMit à la relatioa k + k^tsmh^ -— ^ — » dan& 

laquelle h est un entier, cette somme devient (2/i+l)7C, ce qui prouve 
que les sommets correspondants sont situés sur une parallèle au dia- 
mètre AA". Les deux polygones, étant symétriques par rapport au dia- 
mètre BB', donnent les mêmes sinus, et Ton voit que l'équation doit 
avoir m racines réelles, qui sont en général différentes. 

Pour que l'équation ait des racines égaies, il faut que deux sommets 
du premier polygone soient symétriques par rapport au diamètre BB', 
et alors tous les sommets sont symétriques deux à deux, à Texception 
d'un sommet qui coïncide avec le point B ou te point V, L'une des va- 
leurs de-*^ ttam «f «K* ^ *'*"^ t ^ taleoff o w fro ip M i dante de a est 

«--^ou«*'«-^;deia«ie|^i«0^ le ainui tené sera ^1 à + i 

ûuà«-^l aaivast que le BMilrn jnpalr m est de la fBrtM km^+\ 
ou de la forme 4m'— 1; dans le second cas, le sinus donné sera égal 
à — 1 ou à + 1 ^^^^ 1« mêmes circonstances. L'équation admettant 
Hl ratJitiB simple + 1 ou "— ^ ^ premier membre sera divisible par 
« — 1 on par a + 1, et le quotient sera carré parfeit. 

lorsque m est pair, on peut dans le second membre de la formule (7) 
rneth^ sin (j cos it en facteur commun et exprimer ia parenthèse par 
unpotittOHie eifttier pâk* en sia a d« degré a» *— 2; oa en déduit 
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en élevant au carré, on obtient une équation entière du degré 2m, 
ne contenant qot des puissances paires de Tinconnuc. Les dbUK 
polygones ne sont plus disposés symétriquement par rapport au dia- 
■élre Bfi'. En efet* pour que deux sommets fasmat symélnqucis par 

rapport au diamètxe Bfi; il faudraU que k marne l^^^+^')+l|'^ 

171 

des arcs correspondants fût un multiple impair de ^t^ ce qui est im- 
possible, puisque le nombre impair ?(fe + fc^) + ^ n'est pas divisible 
par le nooilve pur m. Ainsi les deux polygones donnent 2m valeurs 

distinctes pour sin — ; les valeurs qui correspondent aux sommets 

SB 

opposés d'un même polygone sont égaies et de signes contraires. 

Pour. que Téqnatioa ail des racines égales, ii faut, ou que dcuK 
sommets de l'un et Taulite poly^gone coïncident, on que deux son>- 
mets d'un môme polygone soient symétriques par rapport au dia- 
mètre BB'. Dans le premier cas« les deux polygones coïncideront, et 
Ton aura pour des valeurs convenables de h et k^, 

d'où 2« = 2(kf - k)n + ir, 

le sinus donné sera égal à + 1 ou à — 1. Lorsque le sinus donné est 
égal à -f 1 ou à — 1, les deux points M et M' se confondent en B ou 
en B', il est clair que les deux polygones se confondent et que, chaque 
racine devenant double» la polynôme e0t le carré d'un polynôme en- 
tier pair du degré m. 

Supposons maintenant que deux sommets du premier polygone 
soient symétriques par rapport au diamètre BB", on aura 

m m 

d'où 

Tare <x étant un multiple de n, le sinus donné sera égal à zéro. De 
même, si deux sommets du second polygone sont symétriques par 
rapport au diamètre BB', on aura 

m m 
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d'Où a=={k+k'^-l)n-J^!t±^; 

Tare « étant un multiple de «-, le sinus donné est encore égal à zéro. 

Lorsque le sinus donné est égal à zéro, on a a = A^r, d'où — = — ; 

m m 

les valeurs de — aboutissent aùii sommets d'un polygone régulier dé 

2m côtés, dont le premier sommet coïncide avec le point A; lénombre 
des côtés étant un multiple de 4, un sommet coïncide avec le point A', 
et deux autres avec les points B et B' ; l'équation admet la racine 
double zéro et les racines simples + 1 et — 1 ; si l'on divise le pre- 
mier membre par x\x* — 1), le quotient sera le carré d'un polynôme 
entier pair ; ce quotient est le polynone placé entre parenthèses. 

159. — Étant donné tang a, trouver tang — . La formule (8) con- 

m 

duit à une équation du m* degré 

A la tangente donnée correspondent les arcs k^^ +(« ; si Ton prend la 

m* partie de ces arcs, on a les arcs compris dans la formule -ILl—-. 

m 

Ces arcs sont terminés aux sommets d'un polygone régulier de 2m 

côtés ; mais, comme les sommets sont deux à deux diamétralement 

opposéBjOn n'a pour tang — que m valeurs distinctes. 

i50. — Remarque. On peut toujours ramener la division des arcs 

à la division par des nombres premiers. Soit, par exemple, m = pq, 

a 
et proposons-nous de trouver cos — , connaissant cos a. Posons 

î/ = cos — , oî = cos -^ = cos — ; l'inconnue auxiliaire y sera 
^ p pq m 

donnée par une équation du degré p, 

6 = Ao/ - A,/"*+... ; 
on obtiendra ensuite l'inconnue x par une équation du degré q^ 

Chacune des p valeurs de y donnera q valeurs de x. 
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teo. — Exemple I. L'équation qui détermine cos ■^, quand on 

5 

donne cos a, est 

0?» — 10aî»(l — x^) 4- 5aî(l — a?«)* = b, 
ou 

(12) 16a?» - 20aî» + 5» - 6 = 0, 

L'équation admet des racines égales, quand le cosinus donné est 
égal à + 1 ou à — 1; le premier membre de Téquation devient, dans 
le premier cas, 

16j5» — 20aî« + 5aî — 1 = (a? - 1) (4»* + 2a? — 1)« ; 

dans le second cas 

16aî» — 20a?» + 5a? + 1 = (a? + 1) (4aî* — 2a? + \)\ 

Cette dernière égalité est d'ailleurs une conséquence de la précédente; 
on l'obtient par le changement de a? en — a? dans celle-ci. 
Les racines de Téquation 

(13) 4aî« + 2a? — 1 = 

sont les valeurs de cos--- et de cos --- ; mais on a 

D 5 

COS-— -= sm-— -, cos— — = — sm 



5 10 • 5 10 ' 

ainsi les valeurs absolues des racines de l'équation (13) sont les moitiés 
des côtés des deux décagones réguliers; les longueurs de ces côtés sont 

V 5 =p 1 

Quand 6 = 0, l'équation (12) devient 
(14) 16aî» — 20aî' + 5a? = ; 

elle admet pour racines les valeurs de 

n 57r 97r 137r Un 

COS --— - , cos —. — , cos -YTT , COS . . ■ , COS 



10 ' 10 ' 10 ' 10 ' 10 

OU 



W TT tr 



OU enfin 

27r -. . 27r . TT . TT 

sm — — , 0, — sm --— , — sm -r- , sm -r- . 

5 5 il 5 

En doublant les deux racines positives, on a les côtés des deux pen- 
tagones réguliers, savoir : -^ V 10 4: 2 ^. 
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tel . — Exemple IL L'équation de laquelle on déduit cos — ^ 



quand on donne cos a, est 

(15) 32ir« - 48a?* ■+■ iSa?» — 1 — 6 = 0. 
Si b est égal à 1, elle deyient 

82a?« - 48«* + 18aj« — 2 = 2(«» — 1) (4a?« —1)»; 

et, si 6 est égal à— 1, 

32«« — 48®* + 18a« = 2a?«(4a?« - V. 

Le diviseur 6 étant égal à 2 x 3, la résolution de l'équation (15) du 
siiciémo degré se ramène à la résolution d'une équation du troisième 
degré (a» 153) 

4v» — 3y— *=0; 

puis d'une équation du second degré 

2aî« — 1 - 1/ = 0. 

f M. — Exemple m. L'équation qui détermine sin --- , quand 

b 

on donne sin a, est 

ou 

(16) 16aî» — 20a?» + 5aî — 6 = 0. 

Cette équation, étant la même que celle de l'exemple I {w* 160)r 
conduit aux mêmes conséquences. 

Remarque. Il est £icile de yoir que, lorsque m est un nombre de 

la forme im' + 1» les équations qui déterminent cos— au moyen 

m 

de cos a, ou sin — tu moyen de sin a, sont les mêmes ; tandis que 

vu 

si m est de la forme 4m' -« 1, on déduit l'une des équations de 

l'autre en diangeaal le signe de b. 

168. — Exemple IV. L'équation qui détermine sin -^ , quand oa 



donne sin a, est 

iss ± 2« Vl — à» (3(1 — ««)• — 10«*(1 — «•) +3a*J, 
ou 

6 = ± 2» V 1 — a?» (16aî* — 16a}* + 3). 



MULTIPLICATION ET DIVISION. 17t 

Si on élèTe au carré, on obtient réqnation du douzième degré 

\!û\x'* — 1) (16a?» — 16»« + 9f + e» = 0, 
ou 

(17) KKW» — 3072aî*« + 3456«» - 1792aî« + 420«* - 36»»+ 6«=0. 

L'équation admet des racines égales, quand le sinus donné b est 
égal àd: 1 ott à 0. Dans le premier cas, le premier membre de l'é- 
quation est le carré d'un polynôme pair du sixième degré 

32jî« — 48a?* + 18«« — 1. 

Qo&nd bssO, réqiifttio& détient 

*»•(«• - 1) (16aî* — 16«« + 8)«=sO, 

elle admet deux racines simples 4- i et ~ 1, et cinq racines doubles. 
On ramène la résolution de l'équation (17) du douzième degré à celle 
d'une équation du troisième degré (n® 159) 

puis d'une équatioD bicarrée 

4a?* — 4a?« + t/« = 0. 

f Ml. — BelatUm entre éeum Ugnes iri^onamétriquei de deux arcs 
commensurables donnés a et b. Soit a = met, b = nu, les nombres 
entiers m et n étaot premiers entre eux ; on demande^ par exemple, la 
ralatiofi qtii existe entre cos a et toa 6 ; d'après la temile («S) on a 

cos mna = cos m6 = cos'"^ — \I'Z^ ces"*** b sin« b + ...^ 
COS mnoi =: cos né» es co8*tf — ■ "7 ■ cos*"" a sia» « + ...* 

On en déduit l'équation 
(18) cos" a - "'" 7 *' C08*"' o sin» a + . . . 

- <»g" fr + Jîi^Çllil co^* 6 «in» * - . . . = 0, 

qui est du degré n en cos a et du degré m en cos b, 

SOMMATION niSS SINUS Oïï DES COSIIOTS D^ABCS KN WOORESSWN AMTH 

UÉTiQtTfi. 

165. — - On demande de déterminer les sommes 

cosa + costo-f 2») + coB(a + 2fr) . . . + ow la + (m — l)fc], 
sin a 4- sin {a + b) + sin ia + 2b) .. . + sin [a + (m^ 1) b], 

que nous désignerons par x et y. 
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Représentons par g la quantité imaginaire cos 6 -(- i sin b, on 
aura ç" = cos nft + i sin nb (n» 149). Si l*on multiplie y par i et que 
Ton ajoute le produit à a;, en remarquant que 

cos {a + n6) + * sin (<* + nb) 
est égal à (cos a + i sin a) (cos nb-\'i sin n6), ou (cos a +» sin a) g"» 
on a 

a? + yt = (cos a H- i sin a) (1 4- ? + Ç* • • • + 9**"*) 

... ^ 1 — <;"• , ... . 1 — cos fw6— tsintnô 

=(cos o+t sin a) — =(cosa+t sm a) 7 r-r— r- • 

' 1— ç 1— cos 6 — t sin 6 

Si Ton remplace actuellement les quantités 1 — cos m6, sin mb, 
1 -- cos 6, sin 6, respectivement par 2 sm» — ^ , 2 sm — - cos — ^ 

î sin» _ , 2 sin Y cos -ô ' î* ^^^^^ 

sin — TT— sin - ^ — t cos 



1 



2 2 2 

05 + yi = r— (cos a + * sJn û) 



sm-^ sm- -icos — 

sin-^ cos-^ + tsin — 

(cos a + i sin a) 



sm-^ cos y +tsin — 

«t, en effectuant le produit et le quotient des facteurs imaginaires sui- 
yant les règles du n» 1 50^ 

mb 



^ + yi ^ ^ rcosU+^^^!^b\^ 

Égalant les termes réels et les multiplicateurs de i, on obtient les 
sommes demandées : 



mb mb 

sin— T— ^ . - sin——- . . . 

Sin-— ^ ' sin-^ * ' 

SXPRESSION DE SIN"*a ET DE GOS*"a EN FONCTION DES SINUS ET DBS 

COSINUS DES MULTIPLES DE L'ANGLE a. 

fus. — C'est la question inverse de celle résolue par la formule 
de Moivre. Si Ton pose 

u = cos o 4- * sin a, « = cos a — t sin a, 
j)na 

u** + v** = 2co8 na^ u" — v** = 2i sin na^ uV = i. 
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£d élevant àla puissance m les deux membres de régaIité2cosa=u4^, 
et développant d'après la loi du binôme, on a 



si Ton groupe les termes également distants des extrêmes, il vient 
2" cos* a = («* -}- v") 4- *"- «0 (u""* + »*"') + •. . 

* 1 

On en déduit, si m est pair, 

(20) 2'"'^ cos"* a == 008 ma + ^cos (m — 2)a 

^ -^— '> «.s .«. 4. a . "^'""'^•••(?+ *) X ' 

H : — r: — cos (m — 4) a ... H x -^ , 

1.2 ' - n m Z 

et si m est impair, 

(21) 2~'"* co8~ a = 008 ma + -y- ços (m— 2) a + . . . 

/ M\ m + 3 
m(m— 1) . . . — 3_ 

-1 -. cos a, 

1 2 ^-^ 

En élevant de même à la puissance m les deux membres de l'éga- 
lité 2i sin a = w — v, on trouve 

2" r sin*^ g = u~ -^J^u"'^ t) + ^^^7^^ u""' t?« . . . 

1 ^1.2 

il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs, suivant 
que m est pair ou impair. En réunissant les termes également dis- 
tants des extrêmes, on a, dans le premier cas, 

(22) • 2"^^ (— 1)« sin"* a = cos ma — -—• cos (m-2)a 

m(m—l) ...(--- +11 
, m(m— 1) , ., , / ,1?^ \ 2 ' / 1 
H ij-^ cos (m-4)a... + (-!)« !-__ Lx-^; 

X . w . . • _ ' 

et^ dans le second cas, 

(23) 2«^ („ ip~ ain" o = sin ma - ^ sin (m-2) a 

m(m— 1)... (— -f— ) 

*n(m~l) . (^^4) a , . . + ,_i)V LJ/ gin a, 

1.2 . 9 wi — 1 



CHAPITRE II 

RéAoliitloii de* équatlcMM du troisième de^ré* 



ÉQUATION BINOME, 

f SI.— Soit réquation binôme a?"*— A=0, dans laquelle A désigne 
une quantité récite ou imagiiialre que Ton peut représenter par 
R(cos«+i8ina). Résoudre cette équation, c'est trouver les quantités 
réelles ou imaginaires qui^ mises à la place de œ, satisfont à eette équa- 
tion. 

Cette question est la même que celle dont nous nouffCKHoraes occupés 
au no 151 f brsqve ncMia arons cherché les ^vslettrs de la racine m« d'une 
quantité donnée A. Les valeurs de x sont données par la formule 



(1) 



« = R (coe-i i--+-t8m-^ — -l 



dans laquelle le nombre k reçoit m valeurs entières consécutives. 
Dans le cas particulier où A = f, ona ll=s: I, « = 0, et les racines 

de l'équation a?*" — 1 = sont données par la formule 
(2) ar«c=cos f-tsm 



m m 

La formule (1) peut être mise sous la forme 






Le facteur 



H^«»îi^+<.,n^), 



dans lequel kt est un nombre entier arbitraire, désigne Ywm quel' 
conque des racines de l'équation a?*" — A = ; le second facteur 

m ' m • 

dans lequel k et par suite k^ki est un nombre entier quelconque, 
représente les diverses racines de l'équation aï"* — 1 = 0. Ainsi, on 
obtient les m racines de réquatioa a;"* — A = en multipliant Taoe 
quelconque d'eatre elles par les m racines de l'équation a?"* — 1 = 0. 
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GoDfiiééroiuir par eiemple, réqiwliaa Irinome «* -^ i » 0. Si Ton 
altrilme kkli» irw vaieart 0^ 1, 2, k forauile 

doDoe les trois radoes 

4» , . . 4ir 1 . V 3" 

On peut remarquer que b troisîéine raeine «^esi le carré de la s&- 
•conde xi, si donc on pose 

. -.1 4-1 vAT 

^= 2 ' 

les trois racines de Téquation a:* — 1 = seront représentées par 1, 
j, j*. Puisque j* = 1, les puissances suivantes reproduisent les trois 
mômes racines dans le môme ordre. 

ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 

tus. — Gomme on peut toujours faire disparaître le second terme 
de l'équation, on supposera cette sîmplificatioa opérée^ et on prendra 
l'équation du troisième degré sous la forme 

(1) «•'+paî + g = 0, 

dans laquelle le» ietires peiq déaigaeiit des quanitUés réeUes, posi* 
tives ou oégatiTQft. 
Si Ton pose 

inéquation devient 

(2) (y + z) (Zyz + p) + (y» + 1* + «) = «• 

L'inconnue x ayant été remplacée par la somme y+z^ on peut établir 
<între les nouvelles inconnues telle relation que Ton voudra. On posera 

^yz + p = 0, 

ce qui réduit réquation (2) à 

y^ + z* + q^O. 

De cette manière, Péquation proposée à une seule incqpnue x est 
remplacée par le système des deux équations 

(3) y^ = ^^, 1,8 4.^» = -Ç, 
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à deux inconnues y et z. Si Ton élève au cube les deux membres de 
la première de ces équations, on arrive au système des deux équations 

(4) t/V = -(^y, i/» + z» = -(y. 

Mais ce système n'est pas équivalent au précédent ; il est évident 
d'abord que les valeurs de y ei de z aui vérifient le système (3) 
vérifient le système (4). Considérons maintenant des valeurs de y et 

de z satisfaisant à Téquation y^z^ = —(-?-) ; il faut que le produit 

yz soit Tune des racines cubiques de— (~-| ; on obtient ces trois 

racines cubiques en multipliant l'une d'elles — ^ par les trois 
racines cubiques de Tunité, savoir 1, j,p ; ainsi yz sera égal à Tune 
des quantités — ^ , — ^j\ — ^jK On en conclut que les valeurs 
de y et de iT qui vérifient le système (4) vérifient l'un des trois systèmes 

//« = ~~-, 2/» + '5» = -g; 

yz = -Y^'^ !/' + ^» = -g. 

On voit d'ailleurs que toutes les valeurs de y et de jar qui vérifient 
l'un de ces derniers systèmes vérifient le système (4). Parmi les solu- 
tions du système (4), il faudra donc choisir celles qui conviennent au 
système (3); pour qu'un couple de valeurs de y et jst vérifiant le 
système (4) satisfasse au système (3), il est nécessaire et il sufiit que 
le produit yz soit réel. 

Les valeurs de t/> et de z* qui vérifient le système (4) sont les 
racines de l'équation du second degré 

(5) u« + (?u-(-|-)'=0. 

On en déduit 



(6) 



»'=-i+l/(i)*+(f)'. —I-I/IÎFW^ 

et, par suite 

3 y — : i. i, i 4. 8 



<"-^/-i+|/(iNf)''=p/-li/(fHs)'' 
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d'Où 



'-(/-i+\/mwV-T-\/m{i 

Chacun des radicaux cubiques a trois valeurs; si on les combinait deux 
à deux de toutes les manières possibles, on trouverait pour x neuf 
valeurs différentes. Mais, comme on Ta dit plus haut, ces combinai- 
sons ne sont pas toutes admissibles. Désignons par a et 6 deux va- 
leurs particulières des radicaux cubiques; les trois valeurs du premier 
riidical sont a, aj, a/*; celles du second sont b, hj, bj\ On peut suppo- 
ser les valeurs a et 6 choisies de façon que leur produit soit égal à 

— -^ ; car, si cela n'avait pas lieu, ce produit serait égal à — -H./^ ou 
3 ^ 

à — -^ ;«, et alors, avec o, on prendrait la valeur particulière bj* ou 
3 

bj du second radical. Les valeurs particulières a et 6 satisfaisant è 

cette condition, on a trois combinaisons admissibles, savoir : 

y = a, y = aj, y = aj9, 
z=b, z =bj*, z=bj. 

On en déduit pour œ les trois valeurs 

(9) œo=^a + b, œi=aj + bj^, Xi=:aj* + bj. 

On voit par là que Ton peut prendre pour y Tune quelconque des 
valeurs du premier radical ; à cette valeur en correspond une du se- 
cond, qui est égale à — -—- ; les trois racines de Téquation proposée 
seront donc, représentées sans ambiguïté par la formule 

3 



dans laquelle le radical cubique a trois valeurs. 

Lorsque la quantité (-|-| ■*-(y) ^st positive, les deux radicaux 

cubiques ont chacun une valeur réelle ; on prendra pour a et 6 ces 

valeurs réelles ; comme on connaît d'ailleurs les quantités j et /î, on 

^ voit que, dans ce cas, les trois racines de Téquation sont exprimées 

algébriquement au moyen des coefficients et sous la forme « + g i. 

Lorsque la quantité l-~J +(-t") est négative, les valeurs des radi- 
caux cubiques sont toutes imaginaires, et Ton ne peut les transformer 
algébriquement pour les mettre sous la forme « + jS i; dans ce cas 

12 '• * 
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on ne doit pas regarder la formule (10) comme résolvant véritable- 
ment réqeation, elle Indique seulem«it que la résoiuticm est rame- 
née à celle d'une équation binôme. 



K •- OûcupoosHioas maintenant du calcul numérique des ra* 
dnes. Il y a trois cas à di«tingiMr, twSvant ipte tei quautttéf |.| +U\ 

est négative» fftsitiveott nalk. Gonsidéroas d'abord le cas où celle 
qniatité eA néplîTe ; l^é(|«iatioa ta second ddgr^ <;S)) a ses racines 
imafiaairai ; pusOBi 



d'où 



HM)-"-' 



y = -^ + Ai, z^=:--^-hi. 



Si Ton appelle r le module et « Fargument de la quantité iiiaaginaire- 

— 2-+ hi, on a 

2 ' 



(11) 



q h 

|Cosa=s-^. Sina=— , 



Gmmw <» pen^ «apposer h poÊitàm^ m preadva pmt « «n angle 
compris entre et îf. Les deux équations binômes deviennent aiasi 

t/« = r (cos a 4- 1 «a a), 
js» -sr r (<X)6 « — t «in *). 

Les seconds membres de ces équations étant des quantités imaginaires 
ix>njugtiées, lears racines sent conjuguées deux à deux ; elles sont 
représentées par les formules 

|r«8t r f cms " ■■ " ■■ ■■ + % saa — *U L 

z = r iceâ — — ^p % sm =r L 

âa&s lesquelles on donûe à ^ et à J;' les trois valeurs 0, 1, % 
Leâ valeurs de ^ et de z ayant pour arguoients 

« + 1fer u + Hk'r 

et Targamôût 4û profluïl s^obtenant par f addition, oo a 
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yz = ricos 1 J-i sin — ^ — - — i--L 

Pour que ce produit soit réel, il faut faire k'= k; ce qiii donne 

12) œ = 5f + z = 2r ces — ^ . 

En donnant à k les te^ois valeurs 0, 1, 2, on obtient pour ac les- trois 
racines 

(13) aîo=2r cob-ô-, aîi=:2r cos ï^' — , a?^ = 2r cos — ^ — w, 

qui sont totttos trois réelles. Les trois 4uu:s —^ ^7^* , — J*' 

o 

aboutissent aux sommets i'un triangle équîlatérai; po«r que deux co- 
sinus fussent éiMtx, il faudrait que Tun des sommets ftt placé à IHfn- 
gine des arcs ou au point diamétrateneat Hipfiosé H, par conaéffiient, 

que cos « Iftt égal â ± 1 ; la condition £ûb* Ms=:i donnerait /i* = Q, 
ce qui estcooirairei Hypoâbèse. 

Ainsi, lorsque la quantité l^\ +(-4') ^^^ négutive, l'équatiou 

x> 4^ px + 9 ^ admei trois racines réelles et inégales. 

A l'aide des tables de logarithmes, on calculera d*abord ilog r« 
puis a par les formules 



t0' 



COBa=-îr^; 

2r 



et enfin successivement les trois racines xo, xi, a?,. On vérifiera que 
la somme de ces troia radnw est nulle. 

190.— Considérons actuellement le cas où la quantité (-r*) "^(Tf 

est positive ; les deux radicaux cubiques admettent alors chacun une va- 
leur réelle, et Ton peut prendre ces valeurs réelles pour a et b. Si, dans 

les formules (^ on remplace / et /• par leurs valeurs r— ï — ^ 

Im exfreaaîûosdes xaàaes devieimeat 

Ainsi, tortque la gtt«mfi<é/£ j +(-3.j ejipwftfet, féfmMm 
met une racine réelle et âmx racines imaginaires. 
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Il s'agit de rendre calculables par lo^rithmes les formules qui 
donnent a et 6 ; on y parvient à l'aide d*un angle auxiliaire^ en les 
écrivant ainsi : 

ii)' 

îans ces formules, H représente le quotient ~ — '- . 

(37 

Il y a deux cas à distinguer, suivant le signe de p. 
!• Soit p > ; on posera tang» f = H, 



d'où a=-y. cosy ' b = -y cosf 
2» Soit p < ; on posera sia" y = — H, 



Dans la pratique, on peut abréger un peu le calcul en déterminant 
d'abord a, puis b par la formule 6 = - -^ . Quand on connaît a 
et 6, on obtient aisément les racines. 

il I .-Si la quantité LÇj^ + /4-)' est égale à zéro, les quantités a 
ol b sont égales entre elles, et l'équation admet une racine simple 

a.o = 2a = 2j/^y = — , 

et une racine double 

a., = a5, = -a=--2p • 

il». — Remarque. — Lorsque l'équation du troisième degré 

(15) x^ + px+q:=0 

a ses trois racines réelles, on arrive facilement à la résolution de cette 
équation en la comparante cellequisertàla trissectionde l'angle. Quand 

on donne cos a et que Ton cherche cos — , nous avons vu (n» 153} 

ô 

que rinconnue est déterminée par l'équation du troisième degré 

3 , cos a f. 

(16) «'»- — œ' ^=0. 



ÉQUATIONS DU TROlSriîME DEGRÉ. I8i 

et que les racines de Téquation sont représentées par la formule 



x' = cos 



3 



dans laquelle on attribue à k trois valeurs entières consécutives. Mais 
on ne peut pas identifier Téquation (16) avec Téquation (15), puisque 
la première ne contient qu'une quantité arbitraire a, tandis que la 
seconde contient deux paramètres arbitraires p et q. Pour rendre 
Tidenlification possible, on multiplie les racines de l'équation (16) par 

un nombre arbitraire r, ce que Ton fait en remplaçant œ' par — ; 

on obtient ainsi Féquation 

t\'^\ , 3 , r* cos a « 
(17) (C8«- r«aî — = 0, 

4 4 

dont les trois racines sont données par la formule 

( lo) a? = r cos — - . 

On peut maintenant identifier les deux équations (15) et (17); il 
sufiit de poser 

3 _ r^ cos a 



4 »••-?' 


4 -^' 


= V-i' 


— 4f 
cos o = — -i- 
r» 



d'Où 
(19) 

La quantité |-^) +|-|-/ ^^^^^ négative, le coeflicientp est négatif; 

le nombre r est réel et on peut le supposer positif. On voit aussi que 
la valeur de cos* a est plus petite que Ktinité ; car on a 

. (■?)* 

cos» a =-7 rr-, 

(-i) 

etderinégalité/^y+/-|.y<0 on déduit /^y</~|-)'. Les 

valeurs de r et de a étant déterminées de celte manière, la formule (18) 
donne les trois racines de Téquation proposée (15). Il est bon de 
remarquer que le calcul numérique est exactement le même quecelui 
auquel nous avons été conduits par la première méthode. 



t"^ 



CHAPITRE III 



l^roprlétéft des radnea de l*équ«lioii bUMumei 



ITS. — Nous avons vu (û® 167) que lés m racines de Téquation 
i)inome o;*^ — 1 = sûq4 représentées par la formule 

oî = cos 1- 4 sin , 

m m 

iaDS DaiqueUe k reçoit m vaieurs entières consécutives, par exemple 

0, i, 2, 3, . . ., m — 1. 

Ses m racines ont i'uaitè pour module et pour arguments les arcs en 
progression arithmétique 

\3, — ^ • 2 — , o 1 . . ., (m — 1) — . 

m m m m 

Si Ton divise en m parties égales une circonférence dont le rayon est ' 
pris pour unité* chacune des racines de Téqualion binôme, que nous 
désignerons par 

flPo, ^1, ii>i, tùz, . » .j ®iïi-4» 

d'ans Tordre établi précédemment, correspond à un des points de divi- 
sion de la circonférence. Lee racines de Téquation binôme a?*"— 1=0 
jouissent de propriétés importantes; noustiràiquerons les plus simples. 

Théorème I. 

t9â. — Les ratines imaginaires de téquatlM binôme sont deux 
à deux conj%tffuim ^t pècipr^qms. 

l» Les racines iomgtniiireS) «dont les aq^aiwAts forment iioe«omme 
^ale À tffj sont conjuguées. Soient, «n effet, les radnes «^ e4 «^_^ 

dont les arguments sont a — et (m — à) — ; si de ce dernier ar- 

m tn 

gument on retranche 27t, ce qui ne change pas la valeur de l'exprès- 
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«ion, on a deux arguçients a et — a égaux et de signes 

mm 

«contrairçs; les ce sinus étant égaux, et les sinus égaux et de signes 

contraires, les racines x^ et œ^^^ sont conjuguées. 

2° Deux racines conjuguées sont en même temps rèc^proq^e^y e^esft* 
à-dire que leur produit est égaï à Tunité. On sait que l'on eff\ee(ae le 
produit de deux quantités imaginaires en multipliant les modules'et 
ajoutant lesiarguments ; le produit de deux racines conjuguées a donc 
pour module 1 et pour sirgumeot 2?? ou ; ce produit est donc l'unité, 



Ainsi x^x^ «= 1. 



Théorème II. 



i'9r&. *- U {imiuit it deux racirm de Inéquation m um racim 
d€ la mém$ équaUm^ 
Soient les deux raeines 

2an , . . 2aîr 

36 „ ISS eoê -+• • we •■■ ■-■ t 

« m m 

2bv . . . 26îr ^ 
a?. =C08 —— + t8lîl 



m 'fxk 

leur produit, d'après la formule de Moivre, e»t égal à 

m m 

c'est la racine qui correspond à k Taleur a + ^ doainée à Ai ; donc 

x^ x^ = x^^. 

Corollaire I. — Le quotient de deux r$^m>iw *» VéqxàÊkiim M une 
racine de cette équation. 
Car le quotient 



aï* 



2(a — 6)7r , . . 2(a — ^)7r 
=cos --^- ' — |- 1 sm -— — 



^6 m rii 

est la racine qui correspond à la valeur a — 6 donnée à k ; donf 

a 

Corollaire H. - />» putannoês ttum rartiw * <*<i«t4aikM» sqm 
aussi racines de inéquation. 
Ainsi 
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Tiiéorème III. 



i 90. — Si a est premier avec m, la racine x^, par ses puissances 

successives, reproduit les m racines de Véquation binôme. 

Nous démontrerons d'abord que, si Ton divise par m les multiples 
successifs 

Oa, la, 2a, 3a, ... , (m — \)a 

d'un nombre a premier avec m, on obtient dans un certain ordre les 
restes 

0, 1, 2, 3, . . . , m — 1. 

En effet, il est impossible que deux multiple^ na et n'a (n et n' étant 
plus petits que m) donnent le môme reste; car leur différence [n-^n')a 
serait divisible par m, et le nombre m, premier avec a, diviserait 
l'autre fadeur n — n qui est plus petit que m. On a donc pour restes 
m nombres différents, tous plus petits que m ; ce sont les m premiers 
nombres à partir de 0. Si Ton continuait la série des multiples, on re- 
trouverait les mômes restes périodiquement dans le môme ordre. 

Imaginons, comme précédemment, la circonfér3nce divisée en m 
parties égales, et supposons que l'on joigne ces points de division de a 
en a ; les nombres de divisions parcourues sont les multiples succes- 
sifs de a ; pour avoir les numéros des points auxquels on arrive, il 
faut retrancher les circonférences ou les multiples de m ; ces numéros 
sont donc les restes que Ton obtient en divisait par m, les multiples 
de a. En vertu de ce qui précède, si a est premier avec m, on pas- 
sera par tous les points avant de revenir au point de départ, et Ton 
formera ainsi un polygone régulier de m côtés. 

Considérons d'abord la racine 

Xi = cos — -j- * sin — . 
m m 

Les m racines 

aîo, Xi , jpf , a:i, . . . , a?^_| 

sont égales respectivement aux termes de la progression géométrique 

1 t s ^ . 

œ^, x^y a?^, oîj, . . . , iF,"»-<, 

Car, en élevant la racine cri aux puissances successives, on obtient 
précisément les arguments 

0, -^, 2-^, 3-i-,..., (m-1)--, 
«i ' m m ' ^ m 
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Cette disposition des racines correspond au polygone régulier convexe 
(le m côtés. 
Considérons maintenant la racine 

X = cos \'% sm , 

m m 

dans laquelle a est premier avec m. Les puissances successives 

1 s s »>m — 1 

^a» «a» «a» ««' ' " *» *« 

sont égales, d'après le tbéorème précédent, à 

Xoj aî^, x^, x^, . . ., a?(««,)a« 

On parcourt ainsi les divisions de a en a, et, par conséquent, on passe 
par tous les sommets, ce qui reproduit les m racines de l'équation 
binôme, dans l'ordre qui correspond au polygone étoile que l'on 
obtient en joignant les points de a en a. 

Tbéorème IV. 

199. — Si dL et m ont un plus grand commun diviseur à^ la 

racine x , par ses puissances successives, ne reproduit que —-- 

d. 

racines de l'équation. 
En effet, soit m = dm', a = da' ; la racine x^ peut s'écrire 

2aic ... 2air 2a'7r , . . 2aV 

œ = cos f- 1 sm = cos — 7- + 1 sm — ;— ; 

" m m m' m' 

sous cette forme, on voit qu'elle est aussi racine de l'équation 
œ*"' — 1 = 0, et comme a' est premier avec m', par ses puissances, 
elle reproduit les m' racines de cette équation, et n'en reproduit 
aucune autre. 

Corollaire L— On appelle racines prtmi^lues de l'équation binôme 
œ"* — 1 = les racines qui par leurs puissances successives repro- 
duisent toutes les autres. Des deux Ibéorèmes précédents il résulte 
que réqualion binôme x"* — 1 = a autant de racines primiiives 
quHl y a de nombres plus petits que m et premiers avec m. 

Corollaire IL — Toute racine non primitive de Péquaiion binôme 
x"* — 1 = e^/ racine primitive d*une équation binôme x —1 = 
efun degré m' sous-multiple de m. 

Corollaire IIL — Les racines primitives de l'équation binôme 
x~ — 1 = jouissent de cette propriété caractéristique de n'être 
racine d'aucune équatian binôme d^un degré inférieur à m. 

Corollaire IV. — 5t m est un nombre premier, toutes les racines, 
excepté la racine égale à Vunité, sont racines primitives. 
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ThéorènolB V. 

i9S. — La somme des puissances semblables des racines de 
l'équation binôme x"* — 1 = wl nulle, excepté lorsque Pindice de 
la puissance est un multiple de m. 

On a vu que les racines de Téquatioa binôme 9ont données par la 
série 

f 1 • 8 «.W—t, 

^^t ^1» ^|i *|j » • •* *4 9 

si on élève chacune d'elles à la puissance n, on obti^ Uflie progres- 
sion géométrique 

®i' 1' i ' ^t ' • • •» ^i 

dont la raison est «* et la somme des termes —■ . Mais 

puisque œ^ est racine, on a œ^ = 1, et, par suite, a?^ " = 1 ; donc la 
somme est nulle. 

Cependant, lorsque n est un multiple de m, chacun des termes de 
la progression devient égal à Tunité, et la somme esl m« 

Théorème VI. 

i90. — Les racines communes à deux équations binâmes 
x"* — 1 = 0, x" — 1 = sont les racines de Véquation x* — t = 0, 
d désignant le plus grand commun diviseur des deux nombres m 
et n. 

Les racines de Téquation x"*^ — ls=sO soat r^résentâes par la 

formule 

2kn , . , 2kn 

»Œeos |-tem , 

m m 

dans laquelle (m donne à k les m valeurs 0, 1, 2, ... m «« t» Les 

racines de Téquation a;" =: 1 sont représentées par la formula 

2A;V ... 2*'ic 

a; = cos h t sin , 

n fi 

dans laquelle m demie à A/ les n TalasrB §, t« 2, . « . s «» t 

On voit d'abord que, si m et n sont: premiers entfe eux, les deux 
équations n'ont aucune racine commune autre que Tunité. En efiet, 

pour que deux arguments et tussent égaw, U b!oàmt ' 

m n 

h W 
que Ton eût — = — ou kn = Vm\ le nombre m, divisant le 

m n ' 

produit kn et étant premier avec n, devrait diviser A« ce ^iw ei( 
impossible, puisque 1^ est plus petit que m. 

Supposons main tenantquemetnaientunpliisiraaieûiBttttadiiâseir 
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tfct soient m s= dm', n^=4n* \ cm obAieiulra les radnet aonaranes en 

«don oant à il? et à À' toutes les valeurs qui satisfont à la relation — ^ = — - 

<m ftn^=fe'»n'; on conctat ût fe tpie fc et fe' vivent être ^ la forme 
k=fn% k'=n% et Ton pourra donner au nombre entier t les valeurs 
0, 1 , 2,... rf— i -, mais alore les arguments égaux se réduisent à la forme 

_— . ; ainsi les deux équations ont d radii£S communes, et ce sont 
d 

les racines de Féquation «* — 1 = 0. 



Théorème VIL 

180. -^ Sites deux nombres m et n sont premiers mtre «i», an 

obtient les mn racines de téquation x"* — l = en multipliant 

deux à deux les m racines de Vèquation x* — 1 = par les n ra- 
oines de l'équation x* — 1=0. 

En effet, le produit de deux racines quelconques a pour argument 

Utt . 2A;V _ 2(kn + k^m)7t 
+ 



m n mn 

on voit déjà que ce produit est racine de Téquation x^ — 1 = 0. Il 
reste à démontrer que Ton obtient mn produits différents. Donnons à 
/c et à A' d'autres valeurs fti et /c'i, et examinons si les deux arguments 

' -—et ■ — - — — peuvent être égaux ou différer 



mn 
d'un multiple 2/iîr de la circonférence. Pour cela il faudrait que Ton eût 

kn-^-k'm hn + k/m . 
mn mn ' 

ou (ik — hi)n + (&' — Ai')m = hmn; 

le nombre m, divisant ie second membre et le seoMid terme du pre- 
mier membre, devrait diviser le premier terme ; et comme m est pre- 
mier avec n, il divisersàt *— fe, ce qui est impossible, puisque k et/ci 
sont plus petits que m. Ainsi Ton obtient mn produits différents, et 
ces produits sont les mn racines de l'équation a?*"" — 1 = 0. 

Théorème VIE. 

181. — Lorsque les deux nombres m tin sont premiers entre eux, 
on obtient les racines primitives de l'équation x"*"— 1 = en muU 
tipliant deux à deux les racines primitives de l'équation x"* — 1 =0 
par les racines frimm»u de Nquatim x* ^ i r= 0. 
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Supposons k pi*emier avec m, k' premier avec n ; les deux nombres- 
ka + k'm et mn seront aussi premiers entre eux. Car, si ces deux 
nombres avaient un diviseur premier commun c, ce facteur premier 
entrerait dans m ou dans n, par exemple dans m; divisant la somme 
kn + k'm et la seconde partie A'm, il devrait diviser la première 
partie kn, ce qui est impossible puisque aucun des nombres k et n,. 
premiers !avec m, ne contient le facteur c. Ainsi, dans ce cas, on a 

une racine primitive de Féquation a?**" —1=0. 

Si k n'est pas premier avec m, otf A' avec n, An + fc' m aura ua 
facteur commun avec mn^ et Ton n^aura pas une racine primitive de 

l'équation a?"" --1 = 0. 

199. «- Corollaire I. — Les deux théorèmes précédents ont une 
grande importance, parce qu'ils ramènent la résolution de Téqualion 

binôme ««**'^<''y. . . — 1=0, dans laquelle a, b,c,,.. sont des nombres- 
premiers différents, à la résolution des équations plus simples 

»«« — 1 =0, x*/^ — 1 = 0, ac^'V — 1 = Il suffira de déterminer 

une racine primitive de cliacune de ces dernières équations ; le produit 
sera une racine primitive de l'équation proposée, et Ton sait qu'une 
racine primitive, par ses puissances, donne toutes les autres racines. 

1 8».-riOROLLAiRElII.— Onsaitqueles racinesnon primitives d'une 
équation binôme satisfont à une équation binôme d'un degré sous- 
multiple ; ainsi les racines non primitives de l'équation x^^ — 1=0 
satisfont à l'équation a?»*"^ — 1 = 0; donc le nombre des racines pri- 
mitives de réquation a;«* — 1 = est a* — a**^ = a""^ (a — 1). De 

môme les équations a?**^ — 1 = 0, a;«V — 1 = 0, ont i'espective- 

ment br* (6 — 1), c^"* (c — 1),. . . . racines primitives. Il en ré- 
sulte que l'équation x^^^^^^ ... — 1=0 acmet 

a«-^ b?"* c^-* . . . x(a - 1) (6 - 1) (c - 1) . . , 

racines primitives. 

Soit m = a^b^c^. . . un nombre entier quelconque décomposé en 
facteurs premiers ; la formule 

indique combien il y a de nombres plus petits que m et premiers 

avec m. On retrouve ainsi, par le moyen des équations binômes, cette 
formule que l'on démoutre directement en arilnméUque. 
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POLYGONES RÉGULIERS. 

184. — Nous avons vu (a» 176) que, si l'on conçoit la cîpconfércncc 
divisée en m parties égales, et si Ton joint les points de division de n 
en n, n étant premier avec m, on forme un polygone régulier de m 
côtés. Lorsque n est premier avec m, m—n est aussi premier avec m; 
mais il est évident qu'en joignant les points de division de m — n en 
m -^n, on obtient le même polygone régulier en ordre inverse. Le 

nombre des polygones réguliers de m côtés est donc --- . 

Il n'existe qu'un seul triangle équilatéral, et un seul hexagone ré- 
gulier. Mais il y a deux pentagones réguliers, le pentagone convexe 
que l'on obtient en joignant les points de division de un en un ou de 
quatre en quatre, et le pentagone étoile que Ton obtient en joignant 
les points de deux en deux ou de trois en trois. De môme, il existe 
deux décagones réguliers, le décagone convexe et le décagone étoile ; 
on obtient le décagone étoile en joignant les points de division de 
trois en trois ou de sept en sept. 

Il y a trois polygones réguliers de neuf côtés, puisque 9 = 3* et 

N = 9 (i — «- ) = 6. Ces trois polygones sont : 1° le polygone ordi- 

;t naire que l'on obtient en joignant les 

points de division de un en un ou de huit 
en huit (il est figuré en trait plein) ; 2» un 
polygone étoile que l'on obtient en joi- 
gnant les points de division de deux en 
deux ou de sept en sept (il est pointillé); 
3» un second polygone étoile que Ton 
obtient en joignant les points de division 
de quatre en quatre ou de cinq en cinq 
(il est ponctué). 

La détermination des côtés des poly- 
gones réguliers de m côtés revient à la 
résolution de l'équation binôme œ*" — 1 = 0. Si l'on désigne par i/« 
la longueur du côté du polygone que l'on obtient en joignant Icî; 
points de division de nean,n étant premier avec m, on a 




riTT ■ X. ^ 2w7r 



=1/.- 



M = 2 sin = I X 2 — 2 cos 



La quantité cos est précisément la partie réelle de la racine 

primitive x^ de Féquation binôme; ainsi quand on connaît les racines 
primitives de l'équation binôme, on en déduit facilement les côtés 
des polygones réguliers. 
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Mais on peut, en général, procéder d'une manière plus simple. 
Lorsque m est impair, si n est pair et é|[al k 9n% la quantité sin 

ou sm est le coefScient de t dans la racine primitive a;^, ; si n> 

est impair, m-^n étant pair, on prendra sin ^ . 

m 

Il est un cerUûQ nombre â'éqoatiOQs binômes qne Foa feat réaoïMlre^ 
algébriquemeat \ la compafaisoa dei racÔKs ainsi tionvées avec la 
formule trigonométrique établie préoédeouuent domate les valeurs des 
sinus et des cosinus de certains arcs ou les côtés de divers polygones 
régolMik. Eo ypokd q^étqjÊOi exemples. 

Triangle équilatérat et hexagone régulier. 

tSI^. —La délermiiuiti4Ma det eôÉés de cet ifenz pc^jgaoes ré^liers 
dépend de Féqnation bûMMBe «^ ss 1, cpie bûiib avoi» réaotoe al^ 
briîmeaieal a» ■• 167. Noos avons Irooré les troia radnes 

D^aolrepart^ ces racines, déAnteB^de la formtde trigooométrique, sont 

I, C08-y-=tl8m-5-. 

En comparant tes dfe«tx expressîomi des racines, on obtient 

2ir 1 , 27r VT 

eOS -— r— = — *5;- , Sttt Q ■ 



3 2 ' "" 3 2 

Si Pon remarque que Tare -s- est le supplément de -^ ou le- 

complément de -t- i on en déduit 

■ID-^«»S^«y, ow^=sm_-— -. 

Il u'existe qu'un seul hexagone régulier inscrit ((i$. 58) et un seul 

triangle équilatérallfig. 59) . 
Le côté de Thexagone a 

pour valeur 2 sin -^ ou 

o 

' Tunité. Le côté du triangle 
é(|uilatérQl eet 2 sin — , 
c^^l-à-dire ^T. 





Fîg. $9, 
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Pentagone et décagone réguliers. 

t8ll. — La détermmation de ces deux po- 
lygones dépend de la résolution de l'équation 
binôme œ* — 1 = 0. 

En divisant par le facteur a? — 1, on obtient 
l'équation du quatrième degré 

Ax «?* + «•+»• + «-!- 1^0. 

Si 1 on divise tous les termes par x\ on la 
met sous la forme 




Posons 



(x. + ^) + (.+l) + l«0. 



X 



d'où, par l'élévation au carré, 

réquation se ramôM à une éqnatioa <lii «econd degré 
Onendétoil ^• + 2/-i=0. 

[y - — ^ 

Chactiti^des valeurs de y est la «omme de 4^x racines rtdpreqnes 
t)u conjuj^uées 

|f'»aiHr«»«=î2cwi,Jg^ y''w5«i + «i«2€Oô 



On obtient eiis«iite ces qualjr^ racines au moyen de deox équations 
du flecQod degré 

h seconde 

— r 1 r », a?j 7 **■ " ' *• 
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Telles sont les quatre racines primitives de l'équation proposée. On 
en conclut 



2ir 
COS-r- = 



. 2n 

sm --- = 

5 



4w 
COS-=— = — 



V/^iO + 2 V 5" 



5 ~ 4 ^ 

47r yj [Q-^y/T 



6in-:r- = 



4 ' " 5 4 

Ces formules donnent les côtés des pentagones et des décagones ré- 
guliers. Le côté du pentagone convexe est 



2sin 
celui du pentagone étoile 

2 8in 



,n-=2sin_=.v ^ , 




2ir \/ 10 + 2^5 
"T- 2 • 

Le côté du décagone convexe est 

27r _ V5-1 
"5 2 

celui du décagone étoile 



2 sin^ = 2cos 



2 sm - ,, =2cos -~ =— 2cos --- 
10 5 5 

Gomme on a 



V5+1 



'1 •'■■« 

Fig. 61. jpi» — 1 = (a?» — 1) (a?8 + 1), 

la résolution de Téquation a?*® — 1 = est ramenée à celle des 
.deux équations a?* — 1 = 0, x« -f- 1 = ; mais les racines de Té- 
quation aî»-f-l = sont égales à celles de Téquation a?* -1=0 
changées de signes. Ceci résulte d'ailleurs du théorème VII; car, les 
deux nombres 5 et 2 étant premiers entre eux, on obtient les dix ra- 
cines de l'équation aj*<> — 1 =0 en multipliant deux à deux les cinq 
racines de l'équation a?' — 1 = par les deux racines + 1 ^t — 1 de 
Téquation a?' — 1 = 0. L'équation a?*» — 1 = admet quatre racines 
primitives; on les obtiendra en multipliant les quatre racines primi- 
tives de l'équation a?'— 1=0 par la racine primitive - 1 de l'équation 
a;>— 1=0. Les mêmes remarques s'appliquent à l'équation «•—1=0, 

Pentédécagone régulier. 

flS9. — Il existe quatre pentédécagones réguliers, le pentédéca- 
gone convexe et les trois pentédécagones étoiles que l'on obtient en 
Joignant les poiiits de division de deux en deux, ou de quatre en 
quatre, ou de sept en sept, \ 
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La détermination des cotes, de ces polygones dépend de la résolilUoo 
de l'équation binôme ca^^ — 1 = 0. L'exposant 15 étant le produit dea 
deux nombres 3 et 5 premiers entre eux, on obtiendra les 15 racines 
de cette équation en multipliant chacune des 5 racines de TéquatiOD 
â^ -1=0 par chacune des trois racines de l'équation âB>— IsO. On sait 
aussi que si l'on multiplie deux à deux les quatre racines priniitiTet 
de l'équation s* — 1 = par les deux racines primitives de l'équation 
x^ — 1 = 0, on obtient les huit racines primitives de Téquation 
a?i'^ — 1 = 0, lesquelles donnent les quatre pentédécagones. • 

On trouve ainsi les huit racines primitives 

coB -^ ±isin -^ = g Cl+V5+V^3(lO-2V5)]± g (v^Î5+V^3-\/lO-2V5), 
cosij ±i8in ^ = l [l-V5+ V/3(l 0+2V5)]± g {^Îb^y/H^\/ 10-^2^), 
œs |j±»8in^ ^l[l-V5-- V/3(iÔl2^ 

cos^±iBiB^=;.g[l+V5+V37ÎÔ+2^ 

On en déduit les côtés des quatre pentédécagones réguliers 

* 

U| = 2 sin ^ = 2 sin ^ = I (V3-VÎ5+ VÎÔ+^Vl), 

= |(V3+VÏ5-VlO-2V5), 

=:2sin-j^ = 2 8in ^=j(\/r5-V^\/l02+V5), 
= 2 sin ^ = 2 sin -jj = [(yî5-hV3+\/iO-2v/5). 



Ut = 2 sin -jT = 2 sm -rr 



Uk 



Un 

Si l'on voulait former une équation ayant pour racines les huit ra- 
cines primitives de réquation a?«— 1=0, on supprimerait d'abord les 
cinq racines de l'équation œ»— 1=0, en divisant «"— l par «*— 1, ce 
qui donne l'équation a?"-f a?»+i=^; on supprimerait ensuite les deui 
racines imaginaires de l'équation oî^— 1=0, en divisant par x*-}-œ-\-\ * 
on obtient ainsi l'équation 

xB - a?"' -f ^ " ** 4- *• — ^ + ^ = 0. 

Cette équation, ayant ses racines réciproques deux à deux, peut être 
ramenée au quatrième degré. En divisant tous les termes par x^, op 
la met sous la forme 



(..,.J,)-(a^ + J,)+(a,+-l)-l=0. 



13 
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Si l'on pose ensuite œ -j- — = i/, l'équation qui détermine y est 

X 

On formera l'équation qui admet pour racines les côtés des quatre peu* 
tédécagones en remplaçant dans celle-ci y par 2 — u*; cette équation est 

ti* — 7u« + i4u* — 8w* + 1 =0. 

Théorème IX. 

189.— £m racines de P équation binôme li^^i^^^dans laquelle m 
ett un nombre premier^ s'expriment algébriquement par des for* 
muUs ne contenant que des radicaux dont Vindice est m— 1. 

En divisant a?*— 1 par «-I , on a à résoudre l'équation 

(1) ajP + ajP-^ + œ''-^.. + a?» + a? + 1 = 0, 

dans laquelle p désigne le nombre m— 1. Chacune des p racines ima- 
ginaires de Féquation (1) est une racine primitive de l'équation pro- 
posée ; si on appelle r l'une quelconque de ces racines, la suite 

r, r*, r\ . . ., r** 

donnera les p racines de Féquation (1). 

Soit g une racine primitive du nombre premier m, c'est-à-dire un 
nombre tel que ses puissances successives 

g, Q^> 9*1 • ' ", g^\ 

divisées par m, donnent, dans un certain ordre, les résidus 1, 2, 3,... 

m — 1 ; on sait d'ailleurs que g"^'^ donne le résidu 1; les racines de 
Féquation (1) pourront également être représentées par la suite 

(R) r, 7^, /,..., r^^^\ 

Dans cet ordre, chaque racine est la môme fonction de la précé- 
dente ; on l'obtient en élevant cette dernière à la puissance g ; ainsi, 

r^ = (rf, r^^ = {r^)^ ^ i^ = (r*)^,... Appelons a Fune quelconque 
des racines de Féquation binôme a?'*— 1=0, et considérons la quantité 

Lorsqu'on remplace dans le polynôme placé entre parenthèses r par 
f^, et que Fon multiplie en môme temps par a, ce polynôme ne 
change pas; or, la multiplication du polynôme par « revient à 

multiplier f{r, «) par ùF ou par Funité ; on a donc 

/ïr, «) = /(r^, ce) = A^'\ «) = . . .=f[^\ «) ; 
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ainsi /{r, a) ne change pas quand on remplace r par l'une quelconque 
des racines de l'équation (1). 

Après avoir développé /(r, «) on pourra retrancher des exposants 
de « tous les multiples de p et des exposants de r tous les multiples 
de p 4" ^ ou <^^ *^ QU^^s renferment; alors la valeur de l{r, «) prendra 
cette forme 

î /!»•»«) = « + ûi^ + ûtr* . . . + a^r*, 

les coefficients a, ai, at . . . a^ étant des polynômes entiers en «, 

dont le degré ne dépasse pas p — 1. Si Ton remplace la racine r suc- 
cessivement par les diverses racines de l'équation (i), et que l'on 
prenne la moyenne arithmétique des résultats, on a 

a + a.Sj + a,St + . . . + ««S 
nr, «) = SJL^ 

P 

en désignant par Si, St>... S^ les sommes des racines de l'équation (1| 

élevées aux puissances 1, 2, . . . p; or, on sait exprimer algébrique- 
ment ces sommes avec les coefficients des divers termes de Téqua- 
tion (1), il en résulte 

/Ir, «) = H, 

H étant un polynôme du degré p — 1 en «, dont les coefficients sont 
complètement déterminés. On en déduit 

En conservant la même racine r de l'équation (1), et en supposant 
ensuite que « Résigne successivement les diverses racines «i, «tv- «. 

de l'équation a^ — 1 = 0, on obtient la série d'équations 



rajoutons ces équations membre à membre; dans le premier membre, 
les termes de chaque colonne verticale, à l'exception de la première, 
donnent zéro pour somme (n» 178) ; on a donc 

p 

iSO. — La formule précédente, à cause des divers radicaux qu'elle 
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contient^ admet plus de p valeurs distinctes ; mais il est facile de 
rejeter les valeurs inutiles. Pour cela, il faut définir d'une manière 

précise les racines de Féquation aj** — 1 = que nous avons repré- 
sentées par ai, «,.... «^. Soit « Tune des racines primitives, les 

diverses racines de cette équation sont comprises dans la suite 
nous supposerons «^ = a" ; il en résulte c^^ = 1, et par suite 



i^est-à-dire 



VHp = -l. 



Le produit 

ne change pas lorsqu'on y remplace la racine r par r^ ; car le premier 

facteur se trouve divisé par a** et le second par o?"^, c'est-à-dire que 

le produit est divisé par J^ ou par l'unité. On pourra donc calculer ce 
produit, qui est un polynôme du degré p — 1 en a, ainsi qu'il a été 
expliqué pour /[r, a) ; désignons-ie par G„, il en résulte 

(3) r + c.-r^ + «V + «'^-"'V^'"' = V-S"n = ^j- (Hi>. 

Par cette transformation, l'expression de r ne contient plus que le 
radical \/Hi et ses puissances ; dès lors elle n'a plus que p valeurs. 

tOO. — Corollaire. — Si m — 1 est une puissance de 2, ou si le 
nombre premier m est de la forme 2* + ^f on sait calculer algébri- 
quement, c'est-à-dire ramener à la forme a -\- bi, les valeurs des 
radicaux d'indice m — 1 qui entrent dans l'expression de r ; dans ce 
cas, on peut ramener les racines à la forme A + Bi, A et B étant des 
quantités complètement déterminées qui ne renferment que des radi- 
caux carrés. Après avoir choisi arbitrairement une ligne pour repré- 
senter l'unité, on pourra, avec la règle et le compas, obtenir les 
lignes qui ont pour mesure A et B, ce qui revient, comme on le sait, 
à inscrire dans la circonférence un polygone régulier de m côtés. 

Les nombres les plus simples satisfaisant à la condition précédente 
sont 

3, 5, 17, 257, . . . 

Théorème X. 

toi. — Quel que soit le nombre m, 2 et 3 exceptés, m ^i est un 
nombre composé ; si m~l = p'q, la résolution de Céquation (\) peut 
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étire ramenée à celle d'ime équation du degré j/, dont les coefficients 
dépendent des racines d^une équation du degré q. 

Prenons les termes de la suite (R) de g en q, de manière à former 
les q suites 



r, 
(R') 



,9 ,»*+« rs*-^ ... ^»+P-îi» 



,i^* r»'*~* y~^ r»"'*"' 

dont chacune renferme jd' termes. Les suites (R') jouissent des mômes 
propriétés que la suite (R) ; on obtient un terme de chacune d'elles en 
élevant le terme précédent à la puissance g^. 
Considérons ensuite l'équation 

(4) (y-r)(y-.r-%-y').. (i'-/""'^) 

= / + Al /-' + A, y"-' . . . -f A, = 0, 

qui a pour racines les termes de l'une de ces séries, de la première par 
exemple. A cause de l'indétermination de la racine représentée par r, les 
coefficients Ai, Af.. , A ont des valeurs multiples dont il est facile 
d'évaluer le nombre. En effet, ces coefficients conservent les mêmes 
valeurs lorsqu'on remplace la racine r par une racine appartenant à la 
même suite ; mais ils changent lorsque l'on remplace r par une ra- 
cine appartenant à une suite distincte de la première ; les racines de 
Véquation (4) sont les termes de la suite à laquelle appartient la ra- 
cine mise à la place de r. Les coefficients Aj, A,, . . . A , n'ont 
donc chacun que q valeurs. Appelons z^^z^, . . , z^ les valeurs de 
Tun d'entre eux ; les coefficients de l'équation 

(5) {z ^z,)(z -z^)...{Z'-z^)z=z'^+aiZ^^ + a2z'^'\., + a^=zO 

seront des fonctions symétriques des racines de l'équation (1), dont on 
sait par conséquent déterminer les valeurs ; ainsi l'un quelconque des 
coefficients de l'équation (4) dépend lui-même d'une équation (5) du 

degré q* 

A chaque valeur de l'un des coefficients Ai correspondent des valeurs 
bien déterminées des autres coefficients Aj, A3 . • . , que l'on obtient 
sans résoudre de nouvelles équations. Pour fixer les idées, supposons 
que j?i, Ztv ' ' ^q désignent les valeurs de Ai, et appelons ^1, fj. . . t^ 
les valeurs de l'un des coefficients Aj, As... A^; chacune des quantités 

Ml + hZi'\- . . . + tgZ^ = U, 
tiz\+ttz\+... +tzl—U, 



9 9 

-I 



h «!«-* + tt zr* -h .-.+«, ^r = ^-i 
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est une fonclion symétrique des racines de Téquation (1) dont ou peut 
trouver la valeur. Pour obtenir la valeur ti qui correspond à Zu mul- 
tiplions les équations précédentes respectivement par ôç<-i/o,-« , . . 
6i9 1, et ajoutons ; il vient 



z 



p' + QZ^' +...+ 0,-1 

si l'on choisit les coefficients arbitraires 64, Oj, . . 6 _^, de manière à 
satisfaire aux relations 



z 



«-1 I û ^ç-2 



+ Ôi <"'+... + o^^=o, 



z 



Les relations précédentes expriment que ©i, ©2^ • • • ® -1 sont les 
coefficients de l'équation du degré q — i ^" 

qui a pour racines Zt, Zz. . , Zq. Or, on obtient le premier membre 
de cette équation en divisant par ;8f — zi le polynôme 

z'^ + a.z^^ + atz^^ + .^.+a^. 
Les coefficients successifs du quotient sont donnés par les formules 

®l = -8^1 + «1 

fii = zl + a^ zx 4- ûf„ 

6« =z\ + «1 4f| + flî Zi + «8, 



Ainsi la résolution de l'équation fl) dépend de la résolution des deux 
équations (4) et (5), dont Tune du degré p' est l'autre du degré q. 

Comme les racines de Téquation (4), pour chaque système de va- 
/eurs de ses coefficients, jouissent des mêmes propriétés que celles de 
l'équation (1), si le nombre p' est un nombre composé égal à p"q\ on 
pourra également ramener sa résolution à celle de deux autres des 
degrés p'' et q' et ainsi de suite. 

Si le nombre p est une puissance de 2, on pourra diriger l'opération 
de manière que l'on n'ail jamais à résoudre que des équations du se- 
cond degré. 

Polygone régulier de 11 côtés. 
1 Of . — Il s'agît de résoudre l'équation binôme 

(1) œ*^ - 1 = 0. 

Si l'on divise par œ — 1, l'équation est ramenée à celle-ci : 

(2) ^" + œ" + œH 4. . . . + a.+ i ^ 0. 
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Le Dombre 3 est une racine primitive du nombre premier 17, et les 
puissances successives de 3, divisées par 17, donnent pour restes les 
seize premiers nombres dans Tordre suivant : 

3«, 3S 3», 3», 3*, 3«, 3«, 3^ 3% 3», 3i^ 3", Z'\ 3»«, 3", 3», 
1, 3,-8,-7,-4, 5,-2,-6,-1,-3, 8, 7, 4,-5, 2, 6. 

La puissance 3^0 donne le reste 1, et les mêmes restes se reproduisent 
périodiquement. Appelons r une racine quelconque de l'équation (2), 
et disposons toutes les racines de cette équation dans Tordre suivant: 

(R) r, r», r3^ . . ., i^^\ 

Partageons cette suite en deux autres 
^. ( r, r^\ r^\ r3^ r^\ ,^^«, ,^*^ r^^\ 

Considérons Téquation 

(3) {x — r){x — r»*) {œ - r^*) ... (a? - i^**) 

= œ* — AïOî^ + AîO;^ — . . . + Ag = 0, 

qui admet pour racines les quantités comprises dans Tune ou Tautre 
des suites (R') ; les coefficients de cette équation ont deux, valeurs 
distinctes. Appelons Zi et z, les deux valeurs du coefficient Ai ; ces 
deux valeurs seront les racines d'une équation du second degré 

(z — Zi) (z — z^) =z^ — o^z -f Cf, = 0. 

Le coefficient ai est égal k Zi -^ z%, c'est-à-dire à la somme des 
racines de Téquation (2), ou à — 1. Le coefficient cr, est égal au pro- 
duit z\Z\^ c'est-à-dire à la somme des 64 produits que Ton obtient en . 
multipliant chacune des racines de la première suite (R') par chacune 
de celles de la seconde suite ; chacun de ces produits est une racine 

de Téquation (1); l'exposant de r étant de la forme 3*" + 3*"*"*'* 

= 3*"(1 -H 3*^"*-"^+*); le premier facteur 3*" n'est pas divisible par 

17 ; le second facteur 3*<".>~"*J+* -|- i n'est pas non plus divisible par 

17 ; car ce sont les puissances 3*^"* qui donnent le résidu — 1 ; 
aucun des exposants n'étant un multiple de 17, aucun des produits 
partiels ne donnera la racine 1 ; chacun des produits partiels sera 
donc une racine de Téquation (2); à cause de la symétrie, la somme 
des 64 produits partiels sera égale à 4 fois la somme des 16 racines 
de Téquation (2) ; on aura ainsi ai = — 4, et Téquation en z sera 

(4) J8' 4- 45 - 4 = 0. 

On peut appliquer la même méthode à Téquation (3). Divisons les 
huit racines de cette équation en deux suites 
,j.,. S r, »•3^ ra», ,3-3, 

^ ^ ) r^\ f^\ r»'*, r^'*, 



200 " LIVRE IV, CHAPITRE III. 

et considérons l'équation 

(5) (a; - r) {x — r^*) {œ — r»®) {x — 7»") 
= x^ — B^x» + B^a?» — Bgar + B^ = 0. 

Pour chaque valeur de z, les coefficients de cette équation ont deux 
valeurs distinctes; appelons (i et it les deux valeurs du coefficient Bi; 
ces deux valeurs seront les racines de Téqualion 

(l — (i) {t — U) = «• — bit + fr, = 0. 

Le coefficient ht est égal à /i + fa, c'est-à-dire à la somme des racines 
de Téquation (3), ou à ^. On a 

63=(r + r»^ + r«' + r»'*) (r»» + r^* + r^*' + r-^'*), 
6, = (r + r"* + r* + r'*) (r« + r"' + r« + O ; 

les seize produits partiels étant les racines de Téquation (2)^ on a 
et = — 1, et Téquation en t est 

(6) «* - z^ - 1 = 0. 

Décomposons encore l'équation (5); disposons les quatre racines de 
cette équation en deux groupes 



(R"0 ' ^' 



-8» 



et considérons Téquation 

(7) {x — 7) (a? — r3*) = a?« — C^a:4-C3 = 0. 

Pour chaque système de valeurs de z ei de t, les coefficients de cette 
équation ont deux valeurs distinctes ; appelons Ui et u^ les deux 
valeurs du coe^cienl Ci; ces deux valeurs seront données par Téqua- 
tion 

(W^— Ut) {u — Ut) = u* — CtU + Ci = 0. 

Le coefficient ci est égal à ui -f-Ui, c'est-à-dire à la somme des racines 
de l'équation (5), ou à ^ On a 

on a, d'ailleurs, 

on en déduit 

c^t = 2(r + r"* + r^ + r"*) + r« + 7'"* 

+ r* + ^"* + ^* + ^"' + *'^ + ^"' ; 
retranchons des deux membres la somme des racines de l'équation (?|, 
ou — 1, il viendra 

C2e+i = (r-f r"*-f T^-j-r"*)— (^'•+^"'' + ^* + 0=<— Ca, 
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d*où l'oo conclut Ct = "" * Ainsi, Téquation ea u est 

(8) u«-lu+^^ = 0. 

Remarquons d'ailleurs que le coefiGicient Gt de l'équation (7) est ^al à 
rxr^, ou à rxr"^, c'est-à-dire à l'unité ; l'équation (7) devient ainsi 

(9) «« — uaî + 1 = 0. 

La résolution de l'équation (2) est ramenée de la sorte à la résolu- 
tion des quatre équations successives du second degré 

«* + X - 4 = 0, <« - J5< -^ 1 = 0, 
ti« - m + i^J =0, «« - uo? + 1 = 0. 

Théorème de Côtes. 

••S. — Les diviseurs du premier degré des polynômes 

«** — R (cos « + * sin «) 
et «* — R (cos a — i sin a) 

sont représentés par les formules 

X — R"\ COS — ' \- 1 Sin i 

ij « + 2ftir . . « + 2A;ir\ 

X — R'icos i sin — I, 

\ m m I 

dans lesquelles k reçoit les m valeurs 

0, 1, 2, 3, . . ., tH — 1. 

Le produit des diviseurs qui correspondent à la même valeur de /k 
donne le trinôme réel du second degré 

m 

Le produit de tous les trinômes que l'on obtient en attribuant à k les 
valeurs 0, 1, 2,..., m— 1, produit que nous désignons par la notation 

est égal au produit des polynômes 

[aj"* — R (cos « + i sin a|] x [a5"'-R(co8«— i sin «)], 

c'est-à-dire à 

a?*** - 2R a?"* cos a + R« ; 



a?«-2a?R%-08 " + ^^ +R^ 
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car on a formé ainsi le produit de tous les diviseurs du premier degré 
qui composent chacun des deux polynômes proposés. 
On a donc l'identité 



nX;=m— 1/ i. a 



;+2fer 



"LiT*"- 



2R«"co8«e-|-R». 



Si Ton remplace R"* par r et — par w, celte identité devient 

m 

(2)"rj ^'"''Tœ«-2r^cos/co+ ?^j+r«"]=aî»~-2r~x~ cosmw+r*"'. 

Cela posé, soit un polygone régulier de m côtés inscrit dans un cercle 

de rayon r (fig. 62) ; à partir du sommet Ao 
portons Tare Aofi égal à la valeur absolue 
de ^, dans le sens AoAm-i si (o est positif, 
dans le sens Ao Ai si ^ est négatif; sur le 
'^ rayon OB portons, à partir du centre, une 
longueur OM égale à a;; et enfin, joignons 
le point M à tous les sommets du polygone. 
Le triangle MOA^ donne 




Fiir. 62. 



MAi. = œ* — 2r x cos 



/ 2A'7r \ 



+ r«; 



on a donc, en vertu de l'identité (2), 

(3) MâJ . MÂÎ . Mâ| . . . . MÂlI,^ = x"" - 2r"* a?"* cos m « + r *". 

Corollaire I. — Lorsque le rayon OM passe par le sommet Ao du 
polygone, on a o) = et Tégalité (3), dont le second membre devient 
un carré, se réduit à 

(4) MAo . MAi . MA, . . . MA^^ == ± («"' - r~). 

On prendra le signe -|- si le point M est en dehors du cercle, le 
signe — s'il est dans l'intérieur. 

Corollaire IL — Lorsque le rayon OM partage en deux parties 
égales l'arc AoAm-i, on a « =— , et l'égalité |3), dont le second 
membre devient encore un carré, se réduit à 

(5) MAo . MAi . MA, . . . MAm^i = a?*" 4" ^"*- 



CHAPITRE IV 

Développement des foncUoa» circulaire» en série»» 



DÉRIVÉES DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 

Dérivées du sinm. 

194. — Soit la fonction 

y = sin a?. 

On appelle dérivée d'une fonction la limite du rapport de l'accrois- 
sement de la fonction à Paccroissement de la variable, quand ces deux 
accroissements tendent vers zéro. 

Lorsqu'on donne à la variable a? l'accroissement h^ la fonction 
éprouve Taccroissement 

k = sin (x -+- h) — sin x. 

Si Ton prend le rapport des deux accroissements et que Ton trans- 
forme la différence des sinus en un produit, on a 



28inAco8(a;+A) 



(' +4)- 



k sin (x -{- h) ^ sin x 

H h "" 

ou 

. h 

k ^^^T 

2 

Quand l'accroissement h de la variable tend vers zéro, le rapport 
. h 

2 h 

— r — du sinus à l'arc -^ tend vers l'unité, tandis que le second 

"2" 

k 
facteur se réduit à cos a? ; le rapport -=- tend donc vers une limite 

h 
égale à cos x, et l'on a 

y' = cos X, 
Ainsi la dérivée du sinm est le cosintis. 

Dérivée du cosinus. 
t9é, — Soit la fonction 

y = cos X. 
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On a de la même manière * 

1. / I 1.V — 2sin îî sin ( a;+ - ) sin- , ,^ 

A= — h — ^ h ?r'*°r+2? 

2 
et, en prenant la limite du rapport 

y' = ~ sin X, 

Ainsi to dérivée du cosinus est le sinus pris en signe contraire. 

Au moyen de ce qui précède» on obtient aisément les dérivées 
successives du sinus ou du cosinus : 



y = sm X, 


y = cos 0?, 


y' = cos X, 


1/' — — sin X, 


y" = — sin œ, 


y" = — cos Xy 


y"' = — cos œ, 


y"' _- sin Xy 


yf'f = sin X, 


yftH --- j>Qg ^^ 





On voit que les dérivées se reproduisent périodiquement de quatre en 
quatre. 

Dérivées de la tangente et de la sécante, 

•IMI. — On obtient la dérivée de la fonction 

y = tang x, 
sin X 

en prenant la dérivée du quotient , ce qui donne 

cos X 

f cos* g? -{- sin» gg 1 

cos' Oî COS^ X 

De même la cotangente 

COS X 



y = cot a? = 



sm X 
a pour dérivée 

sm* X 
La sécante pouvant se mettre sous la forme 

y = séc a? = = (cos aî)"\ 

cos œ 

on obtiendra sa dérivée par la règle des puissances 

. sin X 
y = • 

008*0? 

De même la cosécante 

y = coséc a? = — : = (sin a?r* 

sm X 
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a pour dérivée 



, cosar 



sm«a? 
Dérivées des fonctions ctrculaires inverses. 

ittV. — Nous avons dit (qoH) comment ou définit lés fouctions 
circulaires inverses ; on donne la valeur 3/0 de la fonction qui corres- 
pond à une valeur x^ de la variable ; quand œ varie d'une manière 
continue à partir de xo, l'un des arcs varie d'une manière continue à 
^partir de ^0 ; cet arc variable est la fonction. 

Soit la fonction inverse 

y = arc sin x. 
On en déduit 

sin 2/ = œ. 

Si Ton appelle àx et ày les variations simultanées des variables x et y, 

nous avons vu que le rapport tend vers une limite égale à cos y\ 

*/ 

le rapport inverse — tend donc vers une limite égale à , et 

Ax ^ coBy 

Von a 

y'= •• 

cost/ 

Puisque sin y = a?, on a cos 1/ = ± V 1 — ar* ; si l'on remplace cos y 

par sa valeur, il vient 

1 

Vt-aî* 

Il faudra mettre devant le radical le signe de cos y ; si Parc se ter- 
mine dans le premier ou dans le quatrième quadrant, on prendra le 
signe -f-y s'il se termine dans le second ou dans le troisième, on 
prendra le signe — . 
On obtient de la môme manière la dérivée de la fonction inverse 

y = arc cos a?. 
On a, en effet, 

cos 1/ = œ. 

Nous avons vu que le rapport tend vers une limite égale à 

AV 

— gin y ; on en conclut que le rapport inverse -^ tend vers une li- 

mite égale à -. — . On a donc 

sin y 



smy sji^x^ 

On mettra devant le radical le signe de sin y. 
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Considérons enfin la fonction inverse 

i/ = arc tangx. 
On a 

tang2/=:«. 

Aa? 1 

Le rapport ayant pour limite — -— , le rapport inverse a pour 

ày cos* y 

limite cos' y ; on a donc 

y' = cos* y. 
Mais on sait que 

1 1 
cos* y= = : 

^ l+tang«v l+a?«' 
on en conclut 

^ 1 + a?' 

DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS SIN X ET COS «. 

••^- — Lemme. Si Ton désigne par x un nombre fixe que Ton peut 
supposer aussi grand que Ton voudra, et parn un nombre entier va- 
riable, la quantité 

• a?" 



1 . 2 , . . n 
tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. 

En effet, soit p le nombre entier égal à œ ou immédiatement infé- 
rieur à œ, et supposons n plus grand que p, on a 



a?** Ix X x\ 

i.2...n"~lT T' " y; ^ 



X X X 



p+1 p+2 * n' 
d'où 

a?* ^1 X X x\ X 
1.2...n ^\TY''y}^T' 

Or, lorsque n. croît indéfiniment, le facteur — tend vers zéro • le fac- 

n ' 

(XX x \ 

T * T * " — ) ^^^^^ ^^^' ^® produit de ce facteur par — 

tend aussi vers zéro. 

t9B. — Supposons que la variable x croisse à partir de zéro, et 
considérons l'inégalité 

1 — COS a? > 0. 

Le premier membre est la dérivée de la fonction oj— sin a?+C, dans la- 
quelle G désigne une constante ; choisissons cette constante de manière 
que la fonction primitive s'annule avec x, ce qui exige que Ton ait 
C=:O.La fonctioïi a?— sin x, ayant sa dérivée positive, va en croissant; 
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comme elle s'annule pour a? = 0, elle prend des valeurs positives de 
plus en plus grandes. On a donc pour toutes les valeurs positives de x^ 

œ — sin a? > 0. 
Le premier membre de cette seconde inégalité est la dérivée de 
C +- — --+ cos X ; prenons la constante égale à — 1, afin que la 

fonction primitive devienne nulle pour oî = ; cette fonction, ayant 
sa dérivée positive, va en croissant; comme elle s'annule pour jid=0, 
elle prend des valeurs positives, et Ton a encore 

- i+-Y^ + cosa?>0. 

Si Ton répète indéfiniment cette même opération, en déterminant à 
chaque fois la constante arbitraire, de manière que la fonction primi- 
tive s'évanouisse avec la variable x^ on obtient la suite des inégalités 

1 — cos 05 > 0, 

sin 05 > 0, 

1 

— 1 +-j-y + cosa?>0, 

œ . 03' 



+ , ^ , +sina?>0, 



1 ' 1 .2 .3 



On en déduit ^ 

cos Oî < 1, 



cosœ> 1 — j--y. 



cos 05 < 1 • — + 



œ* œ 



4 



1 . 2 "^ 1 . 2 . 3 . 4 • 



Donc, si Ton considère la série indéfinie 

TTY ■**"l.2.3.4""l.2.3.4.5.6"'"'" 

la fonction cos x est comprise entre les sommes que Ton obtient en 
prenant d'abord les n premiers termes, puis un terme de plus ; par 
suite, la valeur exacte de cos x est égale à la somme des n premiers 
termes, augmentée d'une fraction du terme suivant ; on a ainsi 
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(1) co8aî= 1 — T-7r+ ^ ft o / •'•—-ni — tô — ôT-*- ® 



1.2 ' 1.2.3.4 ■" l,2...(2n-2) "^ 1.2.. 2f» ' 

en désignant par un certain nombre moindre que Tunité. Or, lors- 
que n croît indéfiniment, la quantité 






1 . 2 . . . 2n 

tend vers z^, d'après te lemme démontré ; par suite, la sooune des 
n premiers termes de la série 

. X* a?» 

""172"^ 1 .2.3.4 ■" 

tend vers une limite égale à cos a;; on a donc 
(2) cûfl»=.l--/' ""' 



• • • 



• • • • 



1.2 1.2.3.4 
On déduit aussi de la suite des inégalités les deux formules 

(3) sina?=a5--^-+_^^..±-_^ -.+0 ^ 



1.2.3 1.2.3.4.5' *~" 1.2... (2n-l|'^i2...(2n+l)' 
(4) 8ina. = a.->^-|!-3.+ ^..^ ^^--^-^ . , . . 

Les formules (1), (2), (3), (4), ont été démontrées pour toutes les 
valeurs positives de la variable œ ; mais si Ton observe que cos œ ne 
change pas quand x change de signe en conservant la même valeur 
absolue; que, d*un autre côté, les seconds membres des formules (1) 
et (2) restent aussi invariables par ce changement, on voit que les 
formules (1) et (2) sont vraies quand x est négatif. On reconnaît de la 
même manière que les formules (3) et (4) conviennent aussi auK arcs 
négatifs. 

A Taide des formules (2) et (4| on calcule aisément le cosinus ou le 
sinus d'un arc donné quelconque avec tel degré d'approximation qu'on 
le désire. Lorsqu'on prend pour le sinus d'un arc très-petit x l'arc 
lui-môme, on commet une erreur relative très-petite ; nous avons 

démontré (jo? 47) que l'erreur commise est moindre que -^ ; mais la 

formule (3) nous montre que, quel que soit l'arc, l'erreur est moindre 

que —r- • Nous avons démontré aussi que, si l'on prend pour le 



«* « __..._._., »* 



cosinus la quantité 1 — — , Terreur commise est moindre que 
la formule (1) montre que cette erreur est moindre que --^ 



16 



> 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 209 



DÉVELOPPEMBNT DE LA POMGTION ÂBC TAlia 9. 

100. — Afin de préciser le sens de la fonction arc tang x, nouji. 
supposerons qu'elle s'évanouit avec x et qu'elle varie ensuite d'une 
manière continue avec la variable. 

La fonction arc tang es a pour dérivée -j-, — ' ; par la diyision, cette 

dérivée se développe de la manière suivante : 

1 a „. . .1 ..- I m-a _i_ X 



d'où 



Le premier membre admet pour fonction primitive 
arc tang a,-(_-_+_-_ + ...:p__). 

Kn désignant cette fonction par ± y (a?), on a 
ou plus simplement 



l+aî^ 
D'ailleurs, la fonction f (a?) s'annule avec la variable x. 



aj«- 



La quantité étant positive et inférieure à œ , ou a le^ 

1 — j— a» 

inégalités 

?' ix) > 0, 

/ (^) — a?'** < 0. 

La fonction <f (a;), ayant sa dérivée positive, croit avec a?, comme elle 

s'évanouit pour a? = 0, elle prend des valeurs positives croissantes, 

ÎH+I 

quand x croit à partir de zéro. La fonction ^ {x) — - — j — , ayant sa 

dérivée négative, décroît au contraire quand x croît ; comme elle s'é- * 
vânouit aussi avec x, elle prend des valeurs négatives quand x croit 
à partir de zéro. On a donc, pour toutes les valeurs positives de x, 

oa 

0!*"+' 
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(C*^* 



Qx 



Ainsi la foncttôû f (x) a une valeur positive inférieure à ^ , et 
Ton pourra écrire 

en désignant par o une quantité positive plus petite que l'unité. On 
en déduit 

® œ» , a?» _ x^^ , OœJ^ I 

arctangar = --_ + — -...-H-^ï^— P±-2MT- 

Supposons maintenant que la variable x sbit inférieure, ou au plus 
égale à Funité ; si l'on fait augmenter n indéfiniment, le terme com- 

plémentaire -^- ^ tend vers zéro ; on en conclut que la somme 

2n + 1 

des n premiers termes de la série 

X x^ _. s^ 

"1 - T "^ 5 ~ • • • 

tend vers la limite arc tang x ; on obtient ainsi le développement de 
arc tang x en série convergente 

X x^ x^ 
(5) arc tang a? =: ~j ^^4- ^ — . . . 

pour toutes les valeurs de x inférieures ou égales à Tunité. 

Cette série convient aussi aux valeurs négatives de x comprises 
entre et — 1, puisque les deux membres changent de signe avec œ, 
en conservant la môme valeur absolue. Ainsi la série (5) est conver- 
gente et représente la fonction arc tang x, quand x varie de — 1 à 
+ 1 inclusivement. 



Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 

. sot. — Nous avons obtenu le développement de la fonction 
arc tang x en série convergente 

X 3j iC 

(5) arc tang x = ^^ _-4-_-... 

pour toute valeur de x inférieure ou égale à l'unité. Cette série permet 
de calculer la longueur d'un arc dont on connaît la tangente; il en 
résulte plusieurs manières de déterminer le rapport de la circonfé- 
rence au diamètre. 

lo L'arc qui a pour tangente l'unité est la moitié du quadrant ou -^ . 

4 
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ËD faisant œ = 1 dans la série, on a donc 

Mais cette série ne converge pas assez rapidement et il faudrait un 
I trop grand nombre de termes pour obtenir ir avec quelque approii- 
'mation. On a recours à d'autres procédés. 

)ir 1 1 

2» L'arc -7- a pour tangente — :3- , en faisant a? = — _~ dans la 

® V3 V3 

série, on a 



(7) 



6 3 y TT^ 5.3« 7.3» ^••••;- 

cfi En appelant a l'arc qui a pour tangente —, on a la série 

^_JL 1 , 1 

2 3 . 2» "^ 5 . 2» " •' 

qui converge plus rapidement que la précédente, et qui donne une 
portion a du demi-quadrant -j- . Pour avoir la partie complémen- 



taire, posons b=i^ — a, d'où 

4 

tang^--tanga 1-A 
tang6= i_ ^ ^:=},. 

1+tang— tanga * + y 

Ainsi l'arc b a pour tangente — « ^^ ^ développe de la manière sui- 
vante 



3 3.3» ' 5.3» 
En ajoutant les deux arcs a et 6, on a -7- = a + ^. | 

4 

De cette manière, l'arc -r- est donné par la somme de deux séries. 

* 1 i 

40 Partons maintenant de l'arc qui a pour tangente •»- , et app&^ 
Ions a cet arc 



1 1,1 



• • • • 



3 3.3» ' 5.3» 

En doublant cet arc, on a 

^ 2 tanga 3 . 

° 1 — lang» a 4 
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L'arc 2a est encore plus petit que 7 ; appelons b la différence j — 2a, 

d'où 

. i — tang 2a 1 

tanff = -; — : ^^-T — = -=-. 

^ 14- tang 2a 7 

L'arc fr qui a pour tangente — est donné par la série 









'=1- 


1 
3.7» 


+• 


1 
5.7» 


On a 


donc 




=20+». 









• • • 



5«> On obtient des séries très-rapidement convergentes en partant de 
Tare a qui a pour tangente — . 

1 1.1 

a = H- 



3.5» ' 5.5» 



• • • 



5 
Si l'on double cet arc, on a tang 2a = -^ . En doublant encore une 

fois, on a tang 4a = —- . Cette dernière tangente étant un peu plus 

1 i«f 

TV 

grande que l'unité. Tare 4a est un peu plus grand que -j- ; appelons 

b la différence 4a — 4- 1 ^^ calculons la tangente de cet arc, 

4 

, tan? 4a — 1 1 

tang b= "^ — 



tang 4a + 1 239 
L'arc très-petit 6, dont la tangenle est — «- , sera donné par la série 



239 3.239» ' 5.239» 
et Ton aura 

j. * ic «1 16 16 , 16 / 4 4 , \ 

d'où ^m^b=—- — +—-...-y-.^^^+...j 

Ces deux séries convergent très-rapidement, surtout la seconde. Aussi 
cette dernière formule est-elle de beaucoup préférable à celles que 
nous avons données précédemment. 

Voici le calcul de tt avec 15 décimiales etactes, au moyen de la 
formule précédente; 
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Calcul de 16a. 

i|. = 0,128 ^^5-= 0,00102 4 

— =zO 00512 J^ — 0,00000 09102 22222 22 
5» ' 9.5' 

ii = 0,00020 48 -ii-=:= 0,00000 00010 08246 15 

ii = 0,00000 8192 J^ = 0,00000 00000 01233 61 

59 17.0*^ 

ii = 0,00000 03276 8 ^JL- = 0,00000 00000 00001 59 
51* 21.5^* 

— = 0,00000 00131 072 3,20102 49112 31703 57 

5" 

il = 0,00000 00005 24288 -i^p = 0.04266 66666 66666 66 
5** 3 . 5' 

41 = 0,00000 00000 20991 52 -=^ = 0,00002 92571 42857 14 

-It = 0,00000 00000 00838 86 -rrlû = 0,00000 00297 89090 90 
5*' 11.0" 

■ii = 0,00000 00000 00033 55 -j^ = 0,00000 00000 34952 53 

16 



19.5" 



= 0,00000 00000 00044 15 

0,04269 59536 33611 38 
16a = 3,15832 89575 98092 19 

Calcul de 4b. 
* = 0,01673 64016 73640 16 -17^-= 0,01673 64016 73640 17 



239 ' ^— *- ,^^g 

-^ = 0,00000 02929 79101 44 -^^ = 0,00000 00000 01025 88 



^ = 0,00000 00000 05129 44 0,01673 64016 74666 05 

—A- = 0,00000 00976 66367 14 

46=0,01673 63040 08298 91 

Calcul de ^. 
16a = 3,15832 89575 98092 19 
ib = 0,01673 63040 08298 91 



J^=3,14159 26535 89793 28 
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Il faut prendre onze termes dans la première série, trois dans la se- 
conde, en tout sept termes positifs et sept termes négatifs. On déduit 
chacun des termes de 16 a du précédent en divisant celui-ci par 25, 
c*est-à-dire en multipliant par 4 et divisant par 100. On a calculé tous 
les termes par défaut avec une erreur moindre qu'une unité du 
17* ordre décimal ; Terreur provenantdes termes négligés dans chacune 
des séries est inférieure au premier des termes omis ou à Tunilé du 
17* ordre ; d'ailleurs ces deux dernières erreurs sont de sens con- 
traires ; Terreur totale est donc inférieure à huit unités du 17* ordre, 
et Ton a, par défaut, à une demi-unité près du seizième ordre décimal : 

ir = 3,14159 26535 89793. 



DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION e*. 

tOi0. Nous distinguerons deux cas, suivant que Texposant est po- 
sitif ou négatif. 

1<» Considérons d'abord le cas où Texposant est négatif. Soit a; un 
nombre réel et positif d'une grandeur quelconque; de Tinégalité 



l-e"">0 
on déduit successivement 



-*+t-t:2+-o73--^'' >^' 



i) en résulte 



étant un nombre compris entre et 1. Lorsque n croit iudéliniment, 

la quantité -r- rr tend vers zéro ; donc 

1 .2. • .n 

é^^. ' -« A x X^ x^ 

(2) *- = l--^ + ___„-^_^ + .... 

2o Considérons maintenant le cas où Texposant est positif. Suppo- 
sons que la variable positive x ne dépasse pas a ; des inégalités 

1 - 6* < 0, e* - e* > 0, 



DEVELOPPEMENT DBS TONCTIONS CIRCULAIRES. 2|5 

on déduit, en opérant comme précédemment, 

d'où 

O4 étant un nombre compris entre et 1. Il en résulte 
(4, ^=l+^+.^.^+___.|_+.... 

On peut remplacer les formules (2) et (4| par une seule d'entre elles 
en donnant à la variable x toutes les valeurs réelles de - 00 à + « . 

SÉRIES IMAGINÂIKES. 

tOS. — Soit 
(!) Uo -h Ui + ti, 4- Vs . . . 

une série dont les termes sopt imaginaires et ont respectivement pour 
valeurs 

on dit que la série (1) est convergente, lorsque chacune des séries 

(2) ^0 -4- <?< + ^2 + . • 

(3) fto + ^+^2 + ... 

est convergente ; en appelant A et B les sommes des séries (2) et (3), 
A H- Bî est la somme de la série (1). Quand Tune des séries (2) ou (3) 
est divergente, la série (1) est également divergente. 
Considérons la série 

(4) ro4-r4 + r2 + r3 + ... 

dont les termes sont les modules des termes de la série (1); les valeurs 
' absolues des termes des séries (2) et (3) sont moindres que les termes 
correspondants de la série (4) ; donc, lorsque la série (4) est conver- 
gente, chacune des séries (2) et (3) est aussi convergente. Ainsi, unt 
série imaginaire est convergente lorsque la strie réelle formée avec 
les modules de ses termes est convergente. 

Une série peut être convergente sans que la condition précédente 
soit remplie. Considérons, par exemple, la série 

2 "^ 3 4 ■ 5" ••' 
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donl les termes, alterDativement positifs et négatifs^ Yont en décrois- 
sant et tendent vers zéro; on sait que cette série est convergente, la 
série 

formée avec les modules des termes de la précédente, est divergente. 

tOA. — Nous avons démontré que Ton a, pour toutes les valeurs 
réelles de la variable x, 

/tx • ^ 05» , a?» 

(5) 8m«=-j-— p-2-3-4- 1.2.3.4.5 — ••. 

(6) cos ap = 1 — j— jr- 4- 



1.2 1.2.3.4 

a » . X . X* . X^ 



• • 



On voit facilement que si, dans les séries (5), (6), (7), on donne ^ la 
variable x une valeur imaginaire quelconque, les séries restent con- 
vergentes. Soit, en effet, p le module de la variable x^ les séries 
formées avec les modules des termes des séries (5), (6), (7) sont 

/>+ />' + / j. 

1^1. 2. 3^1. 2. 3. 4. 5^*"' 

^ +1^+ 1.2%.4+---' 

^1^1.2^ 1.2T3""^"*" 

La dernière est convergente et a pour somme eP\ chacune des séries 
imaginaires est aussi convergente. 

Puisque les séries (5), (6). (7) ne cessent pas d'être convergentes, 
lorsqu'on donne à x une valeur imaginaire quelconque, il est naturel 
de prendre les valeurs de ces séries comme définitions des 'fonctions 
sin X, cos X, c'y quand la variable x devient imaginaire. On d^iit 
ensuite les autres fonctions circulaires par les formules 

(8) tang oî =^ i^B^ , (10) sécx ^ 



cos X cos X 

(9) cota? = i?lf., (Il) cosécaî= ^ 



sin X sin a? ' 

démontrées dans le cas où la variable est réelle. 

Pour que Ton puisse se servir des fonctions que nous v^ons de 
définir et dont on fait un grand usage en analyse, il est nécessaire de 
connaître leurs principales propriétés. Nous considérerons d'abord la 
fonction exponentielle e*. 

«0&. - Lemme. L'expression /l + -^\" dans laquelle on donné 
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à m des valeurs entières et positives gui croissent indéfiniment^ a 
pour limite e*. 

Le sombre m étant entier et positif, on peut développer |1 -|- — | 

par la formule du binôme^ et Ton a 

/i i ^\*" 4 1^*. wi(m— 1) x^^ , m(m— l...(m— n+l)rc" , 
\ m/ 1 m 1.2 m* 1.2.. .n »n« 



ou 



f.. 



"^' r + m/-^+l+ r2 ^ 1.2.3 

Comparons ce développement à la série qui définit e', 

i-»v m à , X . X* , X^ . , X . 

(7) e =.1+^ + —. + .^^ + ... + -^^—+... 

Soient Su la somme des n premiers termes de la série (7), S^ la somme 

(X \"* 
1 H 1 jRnetRVles 

quantités qu'il feut ajouter à S« et S'» pour obtenir e' et ( 1 -i- — I ; 



on aura 



d*où 

/ /v. \ltt 

X 



«'=S, + R., 



( 



x\^ 



1 +-1 - e' = (S'„ - Sn) + R'n - R„. 

Les valeurs de Rn et de R « sont 

n nfl 

"~ 1.2...n '*' 1.2.. .(/i + 1)^' •• 

1 • / . . . n 

Désignons p?r ^ le module de x; puisque la série 

^ 1 ^1 2^1. 2. 3^'"' 
est convergente, on peut prendre n assez grand pour que la Eomme 

^^^^ T7*277~+ i.2...{n + l) + • " 

soit moindre qu*un nombre donné B, Les termes de la série (13) sont 
les modules des termes correspondants de la série qui définit Rn*; on 
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sait d'ailleurs que le module d'une somme est plus petit que la 
somme des modules de ses termes ; il en résulte que le module deR» 
sera moindre que i. La quantité R'n a un nombre limité de termes; 
le module de chacun d'eux est moindre que le terme correspondant 
de la série (13) ; donc le module de Rn sera aussi moindre que è. 
Gela posé^ laissant le nombre n fixe, on peut trouver un nombre p 
tel que m étant plus grand que p, le module de la différence entre 
les deux polynômes Sn et Su reste moindre que $. Il résulte de là 

1 H — I 

et e^ module inférieur à la somme des modules des trois quantités 
S'n — &», R, et ---R'n, sera plus petit que 38; on en conclat que, 

lorsque m augmente indéfiniment, la quantité |i -| — j tend vers 

une limite, et que cette limite est e'. 

•OU. — Nous avons supposé que x reste constant, quand on fait 
croître m; avant d*aller plus loin, il est nécessaire de généraliser le 
théorème et de supi^oser x variable en même temps que m. 

Si la variable x lend vers une limite x^, lorsque m augmente in- 
définiment, Texpression M -f — j a pour limite e*'. Appelons p^ le 

module de x^ et r un nombre fixe t)lu8 grand que ^,. La quantité 
e'* est définie par la série 

soit S% la somme des n premiers termes de celte série, R^n le reste. 
Puisque la variable x tend vei*s la limite x^, quand m augmente in- 
définiment, on peut trouver un nombre entier p tel que, quand m 
dépasse p, la différence x^ Xj^ ait un module inférieur à un nombre 
donné « plus petit que r — p, ; alors le module de x restera moindre 
que r. La série 

* +T+ T72" "•"rm"^ • • * 

est convergente, et Ton peut prendre n assez grand pour que te 
somme des termes 

r , r 



' 4 c5 o /^ ï 17" I • • •» 



1 . ^2 . 3 . . . n ' 1 . 2 .. 3 . . . (n + 1) 
pris à la suite des n premiers, soit moindre que 8; les quantités ^ 
et R'n auront alors des modules inférieurs à 8. On peut supposer en 
outre c assez petit pour que le module de â?— x^ restant inférieur à c, 
celui de la différence des polynômes S'"^» et S» reste inférieur à 8; par 
conséquent, lorsque m dépassera p, la différence entre les modules de 
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M + ^J et de e'* sera inférieure à 38. On en conclut que (1 +-^) 

tend vers une limite égale à e**. 
909. — Soient xeiy deux quantités imaginaires quelconques, on a 

d'où 

<-. .- = lin, (l+;-)-x 110.(1 +-i)- 

= 1.4(1 + ^,- X (1 + i)-] 

= l.(l.ll!.tf 
\ ^ m 

Les quantités xeiy étant cooslautcs, la quantité variable œ + 2/ H — ^ 
a pour limite x-^y, quand m augmente indéfiniment; par suite, 

d'après le lemme précédent, l'expression 11 H 1 tend 

vers une limite égale 6*"*^. On a donc 

(15) e^Xe* = 6^. 

Ainsïy Tour faire le produit de deux exponentielles imaginaires, il 
suffit d*afouter les exposants. 

La règle est la même que celle qui a été démontrée en algèbre pour 
les exposants réels. 

909. •— Si, dans la série par laquelle on définit e"^, on remplace x 
par xi^ X étant une quantité réelle ou imaginaire^ on a 

ou 

' =(*-t:2 + 172:3-74— ••)+»(T-T72ir + --} 

On remarque que les deux quantités entre parenthèses sont les séries 
qui représentent les fonctions cos x et sin a?, quand la variable x est 
réelle, et qui définissent ces mêmes fonctions, quand la variable est 
imaginaire. On a donc la relation 

(1) e** = cos J5 + i sin x. 

On obtient de la même manière 

(17) e*** = cos a? - » sin x. 
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£q ajoutant ou retranchant membre à membre les deux relations 
précédentes, on en déduit 

(18) cosflc = 



_ e'^ + e"' 



2 
(19) sina? = i. ^^ 



2i 

A Taide de ces deux formules, les fonctions circulaires se trouvent 
ramenées à la fonction exponentielle. 

•©•. — La fonction exponentielle e*, dans laquelle la variable x 
est quelconque, est une fonction périodique, ayant pour période 2wt. 
On a, en effet, 

e*""* = cos 2» + i sin 2 JT = 1 ; 
si on ajoute 2fri à la variable^ la fonction devient 

et reprend sa valeur primitive. On a aussi 

e'^ = ces TT -|- i sin « = — 1 ; 

si à la variable on ajoute la moitié d'une période, savoir iri, la fonc- 
tion devient 

elle reprend la valeur primitive changée de signe. 

tlO. — Il est aisé d'étendre au cas où la variable est imaginaire 
les propriétés des fonctions circulaires que nous avons démontrées 
dans le cas où la variable est réelle. Nous remarquons d'abord sur les 
formules (18) et (19) que, si on ajoute 2ir à la variable imaginaire x, 
les exposants étant augmentés ou diminués de 2m, les fonctions ex- 
ponentielles, et par conséquent les fonctions cos x et sin x reprennent 
leurs valeurs primitives; ces deux fonctions admettent donc la pé- 
riode 27r. Si on ajoute la moitié d'une période, c'est-à-dire ir à la va- 
riable, les deux exponentielles changeant de signes, les deux fonc- 
tions cos X et sin x changent de signes. On voit ensuite que cos (— x) 
= cos œ, sin (— a?) = — sin œ, cos' x + sin' «= 1. On aaussi, d'a- 
près la formule (18), 

cos (X + y) = ni =: Z_ 

(cos x-^i sin x) (cos y+i sin y) + (cos œ— i sin x) (cos y— i sin y) 

2 

et, en effectuant les produits, 

(20) cos (a? -1- a/) = 008 05 cos y — fiin «sin y. 
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On obtient de la même manière 
(21) sin (a? -h y) =2 sin a? cos y + sin y cos x. 

lit t.— Proposons-nous maintenant de calculer les valeurs des fonc- 
tions pour une valeur imaginaire a -{- bi attribuée à la variable a. 
On a d'abord 

(22) e*^** = e* X 6** = e\^cos b + % sin b) ; 

c'est une quantité imaginaire ayant pour module e', pour argument ^. 
On a ensuite : 

cos (a + 6»)= L = « , 

(23) cos (a + 6f) = ^ y cos a-< — y—- sin a. 
On obtient de la même manière 

(24) sin [a + 6t) = - a^ — sin a+i 4-^--- — cos a. 

tl9. — Après avoir étudié la fonction exponentielle et les fonc- 
tions circulaires directes, nous nous occuperons des fonctions inverses. 
Nous avons vu qu'on peut toujours mettre une variable imaginaire 

sous la forme x = r (cos a -4- i sin a), ou plus simplement x = re**. 
On appelle logarithme népérien de x toute quantilé y de la forme 

a + ^h telle que l'on ait e^ = x, ou 

e = re ; 

nous avons vu que e""^**, ou e^ x e**, est une quantité imaginaire qui 

a pour module e* et pour argument b ; pour que cette quantité soit 

égale à la quantité re**, dont le module est r et l'argument a, il est 
nécessaire et il suffit que les modules soient égaux et que les argu- 
ments soient égaux ou diffèrent d'un multiple de 2ir; on aura donc 

e" = r, 6 = a + 2kn, 

k élant un nombre entier quelconque. Le nombre réel a est le loga- 
rithme népérien réel du nombre positif r, tel qu'on le définit en 
algèbre; nous le représenterons par Ir. On conclut de là que la quan- 
tité X admet une infinité de logarithmes; si on appelle Lx l'un quel- 
conque d'entre eux, ces logarithmes sont donnée par la formule 

(25) Lj5 = ^ + (à ^ 2fot)i. 

Lorsque x est un nombre réel positif, on peut prendre « = 0, et 
l'on a 

Lx == Ir + 2kiti ; 



2VZ UVRE IV, CHAPITRE IV. 

un seul des logarithmes est réel. Lorsque x est un nombre réel 
négatif, on peut prendre « = ir» et Ton a 

La? = /r + (2ik H- l)irt; 

tous les logarithmes sont imaginaires. 

A chaque valeur de x correspondent de la sorte une infinité de 
valeurs de y ; si Ton fait partir la variable x d'une valeur particu- 
lière xo et que l'on considère Tune des valeurs correspondant ^o de y, 
quand x variera d'une manière continue, Tune des valeurs de y 
variera d'une manière continue à partir de yo ; cette suite continue 
de valeurs constitue une fonction. 

ÈtB. — On exprime les fonctions circulaires inverses à Taide de 
la fonction logarithmique. Le symbole y = arc tang x désigne une 
quantité y telle que l'on ait tang y ^=x; mais, en vertu des relations 
(18) et (19), on a 

sin y (T - e"'"* e'^*' - 1 
X = tang y = — = — -—. = : . 

on en déduit 

•y,__ 1-f-œi 

1 — XI 

d'où 

1 ~l~ xt 

Si l'on appelle r' le module du quotient -j-^ — =" ^^ *' son argu- 

1 ~~ xt 
ment^ on sait que 

L-l±5ir=.V'+(a' + 2^7r)t; 
I — a?t 

il en résulte 

Le coefiBcient de i est constant, et la partie réelle admet une inlinité 
de valeurs qui forment une progression arithmétique dont la raison 
est TT. Si l'on appelle yt l'une des valeurs de y, toutes ces valeurs 
sont représentées par la formule y = yi -f kn. 

Considérons maintenant la fonction inverse y = arc cos x. D'après 
la définition de y on a cos y = «; mais on sait que 

e''* = cosy + i8iny = »±i V* — «S 
on en conclut 

(27) y = - iL{x±% Vi -a?»). 

Appelons r' et r^ les modules des deux quantités x±i Vl — «», 
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fl/rt «^ leare arguments; ces deux quantités, ayant leur produit égal 
à l'unité, ont leurs modules réciproques et leurs arguments égaux et 

de signes contraires; ainsi r'' = — -, o(f^z=z^af, et les diverses 

valeurs de y sont comprises dans les deux formules 
y = («/ 4- 2k7t) - tir' 
y = («// + 2hr) - i/»^ = (- a'+2kn)+Ur'. 

Si Ton appelle yj Tune des valeurs de y, toutes ces valeurs sont 
représentées par la formule y = ^kv ± y 4. Quand la variable x est 
réelle et plus petite que Funité en valeur absolue, on a r' = r^ = 1, 
toutes les valeurs de y sont réelles ; autrement elles sont toutes ima- 
ginaires. 

On obtient de la même manière les valeurs de la fonction inverse 
y = arc sin x. De la relation sin y=^x, on déduit 

e^* = cos y -{- i sin y^^ixdLyi'- x\ 
(28) y = — iL {ix ± >J{ — a?»). 

Appelons r* et r" les modules des deux quantités ix ± ^i — a?», 
a' et a'' leurs arguments ; ces deux quantités ayant leur produit égal 

à — 1 , on a r'' ==—7- et «'' = w — «'; les diverses valeurs de y sont 

représentées par les formules 

y = (a' 4- Uit) -- i/r', 
y :rz(2/i4-l)7r-«' + i/r'- 

Si Ton désigne par y^ Tune des valeurs de y, toutes ces valeurs 
ont comprises dans les formules y =2A7r+y4 et y=(2A-t-i)7r— y<. 



- • ;- 



CHAPITRE V. 

DéeompcMMUoii-de» fonetions circulaires e» mnmwném 

de rractions* 



tl A. — Nous avons vu^ n» 152, comment, lorsque la variable z 
est réelle, on exprime tang mz par une fraction rationnelle en tangja^ 
D'après les propriétés des fonctions circulaires d'une variable imagi- 
naire démontrées au chapitre précédent, la môme formule s'applique 
lorsque z est imaginaire. Si Ton pose tang^ = 2/ et 

f[y) ±zmy \/%\^ 2/' + • • -, 

m.,\ ^ 1 ^(^-^) ,^ ^ ^(m-1) (m-2) (m > 3) 

F(y) = i — rnr-î^"^" — 1.2,3.4. — ^— ' 

on a 

tangmjr = -~;^, cotm^=-T^* 

Nous nous proposons de décomposer ces deux fractions rationnelles 
en des sommes de fractions simples. 

On sait qu'une fraction rationnelle quelconque -jtt- » dont le di- 
viseur i(»(t/) est égala un produit 

(2/ — a) (y — ^) (y — <?)... (y - i) 

de facteurs binômes tous différents, peut se décomposer en une somme 
de fractions simples 



y —a y - b y — c ' ' " ' y — / ' 

augmentée d'un polynôme entier en y, quand le degré de y(y) sur- 
passe celui de if>(y) ; dans tous les cas, le numérateur de l'une des 
fractions, A par exemple, est donné par la formule 

^ — TJTzr 9 ou A = —7-— » 

y(y) désignant le quotient ^-^ • 

Supposons d'abord que le nombre m soit impair. Dans ce cas, le 
polynôme {{y] est du degré m et son dernier terme est ± y*, le po- 
lynôme F|y) est du degré m — 1 et son dernier terme est ± my**"* ; 
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ilea résulte que te partie entière du quotient !}J^\ est — y.L*ô- 

F(y) m 

quation f[y) = a m racines réelles distinctes, te racine 0, et m— 1 

racines données par la formule y =± tang k — , dans toqueUc k 
I ^ 

I m 1 

désigne l'un des nombres entiers 1,2,... ■ ; l'équation ¥[y)==0 

il 

a m — 1 racines réeUes et différentes données par la fonnul» 

y =± tang (2*4-1)-^, 

dans laquelle on attribue à & les valeurs 0, 1, 2, . . . ■-'.■■' y-- • 
La décomposition en firactions simples donnera donc 

1*=^/ A* . B* 



tangou=^+^ -^ / 

^ ^'-' (y-tang (2/^+1)^ 



+ 



2m " ° ' ' ' 2in 
«1-1 

cot tnjc 



y ^'-' U-tangft-I. y 

\ m 



y+tang (2^+1) 
D* 



TT 



+ tang k — 



Pour avoir te valeur des coefficients A* ou B^, il faut prendre Fin- 
verse de la dérivée du quotient -^^r par lïipport à y et y remplacer 

y par tang (2A; -{- -ô — ^ i^^s la dérivée de ce quotient par rapport 
à y est égale à la dérivée du même quotient prise par rapport à z mul- 
tipliée par la dérivée de z par rapport à y, c'est-à-dire à — — r-^ 



sin* mz 
X cos> js: ; on en déduit 

Aa=B*==- î— 



mco8^(2*H-l)-^ 



On obtient de te même manière 

1 



C* = D* = 



m cos« k — 
m 



On a donc 



15 
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tang mz = -^ 
m 

m-3 1/1 1 
2 t / L I t 



^ COS. {2/H-t » ^ \ 2/-taDg (2^1) ^ y+tang (2/c+ 1) ^^ 
-*"-' 1 2y 






TT - .^, .. ff ' 



cos* (2&H-1) -^7— 2/«-tang» (2^1) 



2m " " ' ' 2m 

1 , 1 V^=^ t / 1 1_^ 

cotmjr = — ■ + — >,, '^ / 1 - 

771 \ m w 

l . 1 ^fc=^* 1 .. 22/ 






cos* k -^ y« •— tang* k — 
m m 



Remettons à la place de y sa valeur lang z; remplaçons chaque terme 

. de la forme ; — ^ ^^"^ ^ rrr P^^ ^^ quantité équivalente 

cos« b (tang* a — tang* o) 

2 sin g cos a . ^^^^^^^ posons wj5 = x ; nous aurons finalement 
in* a — sin* 6 



sm 

tn-3 



1 as . 2 . a? aî'«ri«=-2- 1 

— tang — — sm — cos— >^ 



1 2 . a? ___ a? V^*^"^-r- 1 



2m w 

2 



(2) cot a? — X m m m j^k= i • . i ^ • • ^ 
m tang — sin« A; sm» — 

On obtient par un calcul analogue, lorsque m est pair, les deux for- 
mules _ 

2 . aï X ^r^* — ^ ' 



2 . aï X V^* — 2~ 

r3) tanffaî= — sin — cos — t.^ — 



jL_m--2 4 

* ~ A 



l œ , 1 2 . aï œv^*-- 
r41cotaï=: tang — sm— cos— T^ - 

"m m *^ 

Dans ces formules, la lettre m désigne un nombre entier quel- 
conque. Si Ton fait croître m indéfiniment, les fractions 

2 . a? X 2 . aî ^^„ œ 

— sin — cos - — sm — cos —- 

\ X \ m m m m m m 
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ont pour limites 

n JL 2a; 2x 



(2A + 1)»- x« 

4 

et les formules précédentes dorment naissance aux séries convergentes 

(5) C0lj?== — - 2xy*"* -TTT^ — «, 



4 



Mais, pour établir cette transformation d'une manière rigoureuse, il 
est nécessaire de démontrer d'abord quelques proposilions prélimi- 
naires. 

915. — La série 

1 , 1 , 1 . ._J_. 

11— jjfî "T" 2* - z« "^ 3» - 2« -r . • . -t- ^i» _ ^« -^ • • •' 

(fam laquelle z désigne une quantité quelconque réelle ou imagi- 
naire^ est convergente. Quand la quantité z est réelle, on suppose 
qu'elle n'est pas un nombre entier, afin qu'aucun diviseur ne soit 
égal à zéro. 

Considérons d'abord le cas où z est réelle, et soit p un entier 
quelconque; quelle que soit z, on peut prendre n assez grand, pour 

que l'on ait n* — js^ > p*; n étant plus grand que p, il en résultera 

(n+l)»-.j8«>(p + l)S (n + 2)î-j8*>(p+2)«...; 

1 
donc, à partir du terme j-, les termes de la série proposée 

seront respectivement moindres que les termes de la série convergente 

P* ^ (P + D* ^ • • * , 

et, par conséquent^ la série proposée sera aussi convergente. 

Supposons maintenant z imaginaire, et désignons par r son mo- 
dule ; prenons n supérieur à r, les modules des termes à partir de 

— T . sont moindres que les termes de la série convergente 

n» — J5« 

< I < I » I 

n* — r* ^ (n + D'-r* ^ (n + 2)« — r» ^ "' 
donc la série proposée est convergente. 



{ 
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tie. — Nous avons vu, n» 210, que le cosinus de Farc imaginaire 

ce -j. j3i est donné par la formule 

cos (« + Pt) = '^ "^'"^ cos « ^ iigjZil^sin «; 
le module M du cosinus est égal à 

M = y Ve'P+ e-'P H- 2 cos 2«; 

la valeur de e*^ + c~*P étant au moins égale à 2, on a 

M > Y >/2(l + cos2«) > V cos* «, 

c'est-à-dire que le module est plus grand que la valeur absolue de 
cos a. 
Soit Texpression 

k — 






sin AD sm — 



m m 

dans laquelle x est une quantité constante, m et A; deux nombres en- 
tiers, le dernier ne dépassant pas -5- , on peut déterminer un nombre 

p tel que, m étant plus grand que p, le module du quotient reste 
toujours inférieur au nombre 3. On a, en effet, 

mm mm 



Bïnk sin — 2 sm ~- cos h -Ji-) 

m m \2m 2m/ \2m 2m/ 

la partie réelle de l'arc ~ + -— est moindre que JL^JL-à 

2m '2m 4 2m 



« -•-. • ^j_i i ^ 



donc on prend m de manière que — — soit inférieur à-—, ,1e module de 

2m 12 

cosfr-^ +«^ I sera plus grand que cos «our ; celui de — -7 

sera plus petit que 2. D'autre part, en appelant a?i Tare ^ 5— » on a 

œ^ œ^^ x^^ 
8m«i«— - 1.2.3"^ 1.2.3.4.5"' ■•• 
a?4 _ 1 



Bina:^ a?|* x^ 

\ _ «- — _ — j_ — |- 



1.2.3 ' K2 . 3 . 4 . 5 



• • • 
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Supposons que l'on prenne m de telle sorte que le module de œ^ soit 
moindre que Tunité ; le module du quotient sera plus petit que 

1 1 3 

ou r-, OU -gr; 

m remplissant les conditions indiquées antérieurement, on voit que 

le module de Texpression proposée sera inférieur au produit 2 x -^ 

ou 3. 
Le module du quotient 

mm 



*"^('25" + "F + '2^+"-) 



. kr: X 

sm f- sm — 

m ' m 



qu'on déduit du premier en changeant xen^ x, sera aussi moindre 
que le nombre 3. On peut appliquer la même démonstration à chacune 
des expressions 

ak + \)~±-^ 

2m m 



Bin(2ilf + t)^±sin-^ 
2m m 



fn - 1 

dans lesquelles le nombre entier k reste inférieur à — jj — . Ainsi, 
lorsque m dépasse une certaine limite p, et que k est inférieur à 
HL ou — r^ — 1 16 module de chacun des quotients 



m* m* 


ou 


(2/c+i)« ^. x^ 
4m* w* 


sintAJL-.8in«-^ ' 
m m 


sin«{2/f+l) "" -sint ^- 
2m m 



est moindre que le nombre 9. 

•19. — Ces préliminaires établis, prenons la formule 12), et corn- 
parons Texpression de cot o? à la somme X de la série convergente 

y_ 1 2a? 2a? _ 2a? ■ 

X ir« — a?« 47r« - a?» 9ir« — a?» "^ ' * *' 

X=— -2a?V*==*— i— . 

a? ^^k r= 1 A*ir* — 0?' 

Considérons les deux termes 

2 . a? X 

— sm — cos — « 

m m m zx 



sm*^ — — sm* — 
m m 



1 
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qui correspondent à la même valeur de A;. On peut mettre la premièrt 
quantité sous la forme 

X 

m sin — 

r^ X m __ . 

2 CCS — X ■ 1 

m* sm* k m* sm* — 

m II» 

k restant fixe, si Ton fait croître m indéfiniment, les quantités 

m sin — et m sin A— ont respectivement pour limites x et kir: 
mm 

d'ailleurs cos — a pour limite l'unité ; ainsi, dans l'expression de 

m 

cot X, un terme de rang déterminé a pour limite le terme correspon- 
dant de X. 
Le rapport de ces deux termes est 



cos -^ m &V' - «• 

m 



. X 

sm — 
m 


X 



m 



mH sin» A;™ — sin* — 1 
\ m m I 



Quand m augmente indéfiniment, chacun des deux premiers facteurs 
de ce produit a pour limite Tunité. Nous avons démontré que, si l'on 
prend m supérieur à un certain nombre p, le module du troisième 
facteur reste inférieur *à 9, quel que soit le nombre A, constant ou 

variable avec m, pourvu qu'il reste inférieur à — . On peut donc 

supposer que, quand m dépasse p, le module du rapport est moindre 
que 9(1 + «)> « étant une quantité positive prise à volonté ; pour pré- 
ciser, nous supposerons ce module moindre que 10. 

Appelons n un nombre plus petit que ^7" — , désignons par 

Sn la somme des n premiers termes de X, et par Rr le reste; appelons 
de même S'n la somme des n premiers termes de cot œ, et R'» le reste. 
La série formée avec les modules des termes de X étant convergente, 
on peut prendre n assez grand pour que )a somme des modules des 
termes de Rn soit moindre que la quantité S, si petite qu'elle soit. Le 
nombre n étant choisi de cette façon, on peut prendre m assez grand 
pour que la différence entre S'« et Sn ait un module moindre que I, 
et pour que le module du rapport entre deux termes correspondants 
de cot x et de X soit moindre que 10. La somme des modules des 
termes de R'n étant moindre que 10$, la différence entre X et cot a: 
aura un module moindre que 123 ; les deux quantités cot a; et X sont 
donc rigoureusement égales, et Ton a le développement de la fonction 
cot X en série convergente par la formule (5). 
On démontre de la même manière la formule (6). 



cot 
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MM. — Il est bon de remarquer que la formule (6) est une consé- 
quence de la formule (5). 
La formule (5) peut s'écrire ainsi : 

_JL IJi L-V /_! i \ ( ^ ^ \ . 

^'^XXir—X it+x) \2n-X ^TZ+x) \37r— a? Zt^-x}'' 

si Ton remplace a? par -^ — a?, on a 

1/1 1 \ / 1 1 



i( ••• 



X I l-X -rr X\ l-rr V- X -cT^ ^^ 

2 \2 ^ 2 / \ 2 ^ 2 

La somme des n + 1 premiers termes du second membre est égale à 

2jg 2aî 2a? 2a? . 1 

tra + 97r« "*" 257r« . "^* * '^ (2n - 1)^2 y TT ; 

- ..-a5« «_ x^ — ; a?» ; x^ yln—Y) -• — » 

4 4 4 4 ^ 

\ 
mais le terme ^ ■ a pour limite 0, quand n augmente in- 

(2«+l)y-^ 

définiment ; on en conclut que la somme des n premiers termes de;la 
série 

2a; 2a; 2^ 

1^ *" Qtt* , + 257r*~ "^ • • • 

_ - œ» — a;» — aî3 

4 4 4 

a pour limite tang a?, quand n augmente indéfiniment. 

On peut, par la môme méthode, opérer la décomposition de coséc x 
et de séc x en des sommes de fractions. Lorsque m est impair, on a 



TT 



(7)séca;=M) ^ i_+?cos^'5^ 



1 2 a;V^* — ^ 2m 



mcos- sinM2/c+l) 2^ - 81" - 

, m-i (— 1) cos A; — 
1 2 . a; ic^*= V- ^ 



1 2 . a; v!^ 

(8)coséca; = —7 ^--sm-2j 



m sm — — ''^=^ sin« ft iL - sin« — ' 

m m wi 

et lorsque m est pair 

^.-•"-î (-l)*sin(2/f+i)^ 



2 a; ^jk^ 

(9) 8écœ=— -COS— - >, 



'^"^ 8inM2^+l)-J^^ sin«^ 

'2m wi 
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(I0)co8écœ= 9Z'"zr^^i;;:z. ' 

m m »» 

Si Ton fait croître indéfiniment le nombre entier m, les formnles (7) 
et (9) donnent 

(11) 8éca? = ir > 3 » 

, -^*=o (2H-l)«-j--«* 

(et tes formules (8) el (10). 

12) C08écaî = > ,/ , ^ — 

On pent déduire directement les formules (11) et (12) des formules (5) 
et (6). On a, en effets 

2 sm -s- cos 2" 

si Ton remplace dans les formules (5) et C6) « par ^ ^ <ltte Ton 
prenne la demi-somme des résultats, on obtient la formule (12;; en 
changeant ensuite dans celle-ci as en — - a;, on a la fiHmule (11). 



CHAPITRE VI 

Développement de» fonctlcuie circulaire» en 

produite* 



M9. -- On dit qu'un produit d'um nombre infini de facteurs 

. t/o U| t/f . • • 

est convergent, lorsque le produit des n premiers facteurs, produit 
que nous désignerons par Pu, tend vers une limite déterminée, quand 
n augmente indéfinim^it. 

Nous nous proposons de développer sin x et cos x en produits con- 
vei^ents. Nous avons vu (m 152) que, lorsque le nombre entier m 
est impair, sin mz s'es prime par un polynôme entier en sin jr de la 
forme 

emmx = Ai sin jj + A» sin* js + • • . + AmSin*"*. 
Il est facile d'obtenir la valeur du premier coefficient Ai ; on a, en 
effet, 

= Al + Al sm^ z + • • • + Am sm z; 



smz 

si Ton Élit tendre x vers zéro, le premier membre a pour limite m, le 
second membre se réduit à Ai ; ainsi Ai = m. Si Ton pose sin z=zy, 
on aura sin mz := m sin z x f{y), f(y) désignant un polynôme entier 
pair du d^ré m — I en ^ et qui se réduit à l'unité pour 2^ =0. L'é- 
quation f{y) = admettant m — 1 racines différentes représentées 

kir 

par la formule v = ± sin — dans laquelle on attribue à k les va- 

tn 

leurs 1« 2, 3, . . ., — -^ — le polynôme ffy) est égal au produit des 

m ^ t facteurs binômes correspondants, et l'on a 




ou 



^'Wl '"^'^l^ÏK 



y% 



. , m— l 

sm* — - — 
2 
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On en déduit 



l — 



*=i 1 8in«A 



m 



et, ea remplaçant ^ par — , 

m 



(1) on « = m sin -^ JJ^ 



. w-i; an* — 

«=— s— I . m 



2 1- 



= ' ' sin.* — 

m 



.m-l 



Quand m est pair, on a 

sin mz = cos « (Ai sin jt -h Ai sin* jï + . . . + Am-i sin""* z), 
le coefficient A| étant encore égal à m, on peut écrire 

sin mz=:m sin -ï cos z X /(y), 

/Ity) désignant un polynôme pair du degré m — 2, qui se réduit à 
l'unité pour y = 0. Les m — 2 racines de l'équation f(y) = sont 

représentées par la formule y = ± sin k — , dans laquelle on attri- 
bue à k les valeurs 1, 2, 3 . . . , -^ 1. On a ainsi 

.K__m J sin«— 



(2) 8in»=msin — cos— I 1 

m m XX 



2 1^ 



sm® A? — 
m 



••O. — Nous ayons trouvé de môme^ quand m est impair, 
cos w^ = Bi cos ir + Bs cos» z-}- ... + Bm cos"* z 

= C0SZ (Bi + B, cos» -ï + . . . +BmC08"^*«) 

=cosz (Ao + A, sin» z + .,,+ Am-i sin**"* z) 

Si, dans cette dernière égalité, on fait z = 0, on voit que le premier 
coefficient Ao est égal à Tunité. La parenthèse est une fonction 
paire du degré m - 1 en y, qui se réduit à Tunité pour y = ; les 
w—1 racines de ce polynôme étant représentées par la formule 

f^k + IW 
y = ± sin ^- , dans laquelle on attribue à k les valeurs 0, 

1, 2, ..., — n — » on aura 

, m -3/ sin^ — 

(3) cos a? = cos — Il 2 11 .:.. , ., 



sin* 



2m 



Lorsque m est pair, on a 
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cos mz = Bo + Ba cos* z + . . . + Bm cos*" z 
= Ao + Aa sin« z + . . . + A« sin"* z, 
le premier coeflScient Ao ayant encore pour valeur Funité. Les 
m racines du polynôme entier en y étant représentées par la 

formule y = ± sin 7" > <îans laquelle on attribue à k les 

valeurs 0» 1, 2, . . ., Jj — 1, on a 



(4) cos a? = I I 



* = —-- 1 / , m 



k = o l sin«J^-^'^+^)'^ 



2m 
Si Ton fait augmenter m indéfiniment, les facteurs 

sin» — smâ - 

m m 

1 ~, 1- 



sm« k — sin«-i — l — i— 



ou 



m 



m» sin* — m« sin« — 

m m 

i-- Z-, t- 



ont pour limites 



m 2m 



. x^ . \xi 

1 rr-r , 1 — 



A;V« ' (2A + 1)V ' 

et les expressions précédentes donnent naissance aux produits con- 
vergents d'un nombre infini de facteurs 

(6) «^^^ = 01101' -Wï)v)- 

Mais, pour établir cette transformation d'une manière rigoureuse, il 
est nécessaire de démontrer d'abord quelques propositions prélimi- 
naires. 

•9t. *^ Le produit 

i' + T-) i^+f) i' + i)- 

dans lequel a désigne une quantité réelle quelconque, est convergent. 
En effet, le produit P« des n premiers facteurs augmente avec n; 

un fecteur quelconque 1 + — étant moindre que eP, le produit P« 



236 LIVRE IV, CHAPITRE VI. 

est plus petit que e^", Sn désignant la somme des n premiers termes 
de la série convergente 

X+lT+ir + 'v 

La somme S. étant moindre que sa limite S, le produit P» est à plus 

forte raison plus petit que e'. Ce produit croissant avec n, et restant 

constamment plus petit qu'une quantité déterminée e^ tend éndem- 
ment vers une limite. 
Le produit 



(8) 



('-^)('-f)('-^)- 



est aussi convergent. On suppose que la quantité réelle a n'est pas 
un nombre entier afin que tous les facteurs soient différents de zéro. 
Prenons, en effet, un nombre n tel que la série convergente 

^+_£!_j._£!_4- 

n*^ {n+ 1)» ^ (n + 2)« ^ * ■ • 

ait une somme S^ inférieure à Tunité, et considérons les facteurs à 

partir de 1 ; le produit des deux premiers facteurs est plus 

n* 

grand que 1 ; j-r- , de môme le produit des trois pre- 

tï^ (n -h 1 r 

miers est plus grand que 1 — —-- — - — — — ; — r-jr-- , et ainsi 

de suite. Ces divers facteurs étant momdres que l'unité, le produit 
diminue, quand le nombre de facteurs augmente; comme il reste tou- 
jours plus grand que 1 — S|, il tend vers une limite déterminée dif- 
férente de zéro. ' 

•99. — Considérons enfin le produit indéfini 

(•+1^) (•+*) ('+>-)■■■• 

dans lequel z désigne une quantité quelconque, réelle ou imaginaire, 
dont le module est /» et l'argument 9. Le facteur il H — ^| a pour 

module f*n = | / i + -^ + 2-^co8 2e et son argument est 




déterminé par la formule 

i- sin 20 
tang 7« = ?* 



l +-^cos2o 



Le produit des modules des facteurs tend vers une limite déterminée. 
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Car^ û C08 2e est positif, le module f^est plus graodquerimité, mais 
plus petit que 1 4- —, et nous avons vu que le produit 

("4)('+é)('+-^)- 

est convergent. Si cos 29 est négatif, à partir d^ne valeur de n suffi- 
samment grande, le module y^ est plus petit que Punité, mais plus 

grand que |i -^—j, et nous avons vu que le produit 

r "Si-JV" (n + l}Jv"""(n+2)ï")''* 

est aussi convergent. 

Considérons l'argument yn ; à partir d'une valeurde n suffisamment 

grande, tang y» a le signe de siu 2$, et sa valeur numérique est infe- 
ct 
rieure à / . On peut alors supposer que l'argument est com- 
tr — p* 

pris, soit entre et — > ^^^ ^n^i*® ^ ®^ 9-9 suivant que sin 2$ est 

positifou négatif ; d'ailleursia valeurnumériquederargumentest aussi 

plus petite que / . • Mais on sait que la série 

rr — (T 



est convergente (n^ 215) ; donc la somme des arguments des facteurs 
tend vers une limite déterminée, quand le nombre des Êicteurs croit 
indéfiniment. Puisque le module et l'argument de Pn tendent vers des 
limites déterminées, quand n croit indéfinimeat» le produit Pu tend 
lui-même vers une limite. 
On conclut de là que le produit 



^-ItZhi^) 



est convergent ; car on obtient ce produit en remplaçant z par — 
dans le produit (9). 

i. — n est focile de comparer à ce produit convergent le produit 



P = 




qui entre dans l'expression de sin x. 



I 
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Appelons Pu et Fn les produits des n premiers facteurs de P et de 
PS On et Q'n les produits de tous les autres facteurs. Ou peut prendre n 
assez grand pour que le module de Qn— 1 soit moindre que la quan- 
tité positive très-petite $• Ayant choisi n de cette façon, on peut 
prendre m assez grand pour que le module de la différence P'r — ?n 
soit moindre que $. 

Considérons les deux fractions 

sm — — 

m m 



sm P — p — 
m m 

dans lesquelles p désigne un nombre supérieur à n, mais an plus égal 
à 7^^"" , ou à -^ — 1 ; quand m augmente indéfiniment^ le rap- 
port des numérateurs tend vers une limite égale à l'unité; on peut 
donc prendre m assez grand pour que le module de ce rapport soit 

plus petit que 1 + 5. Le rapport des dénominateurs est compris entre 

sin X 
1 et ; il est aisé de voir, en effet, que le rapport a sa dé- 

2 
rivée négative, et par conséquent va en diminuant de là — , quand 

X croit de à -^ ; Tare •^— étant moindre que -^ ,1a valeur du rapport 

pif 
sm-^— 2 

est plus grande que — . Le rapport de la première fraction 



TT 
P 

m 



à la seconde a donc un module plus petit que ^ *" ^ . Si l'on dé- 
signe par ùp ce rapport, on aura 

»•■ = n (' +IÏ). 

la lettre p recevant dans le produit toutes les valeurs entières de n à 
— ^ — OU à -^'- 1. Appelons a le nombre positif ^^ , et 

considérons le produit 



«•■=n('+f). 



dans lequel on attribue à la lettre p les mêmes valeurs. Imaginons les 
produits Q'« et (y» effectués, et que de chacun d'eux on retranche 
l'unité, les modules des termes de Q'„ — 1 seront respectivement 
moindres que les termes correspondants de Q'' — 1 . Le produit d'un 
nombre infini de facteurs 
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('+T^)('+f)('+f •■• 

étant convergent, on peut supposer que l'on preone n assez grand, 
pour que Q% — 1 soit moindre que è ; le module de Q^n — 1 sera 

alors moindre que 3. 
Gela posé, on a 

F-P=P'nQ'n-P«Q.. = (F.,-P,)Q'n + P«[(Q'n-l)-(Qi.-l)l; 

le module de F— P est plus petit que la somme des modules des deux 
quantités (P'n— Pn)Qn, Pn[(Qn— 1) - (Q, — 1)1; le module de la pre- 
mière quantité est plus petit que S(l + ^) ; comme on a Pu = 

P P 
_- =3 --. , si Ton appelle M le module de P, le module 

Un 1 + (Q« — 1) 

M 

de Pn sera moindre que "rzJ ' ^* P^'* ^^^^^> ^^ module de la quan- 

tité Pi,[(Qn — 1) — Qn — 1)] sera moindre que -r--r ; le module de 

28M 
P' — P est donc plus petit que la quantité 8(l+^)+-r"~ " 

ou 8 1 + 8 + "TUt)* ^'^^^^^^^ ^^® 1'^^ P®^^ rendre aussi petite 

qu'on veut. On en conclut que les deu]c produits P et F sont égaux 
entre eux, et Ton obtient ainsi la formule |5). 

On démontrerait de la môme manière la formule (6) qui donne le 
développement du cosinus. 

994. — Des formules (5) et (6), on déduit, en prenant les loga- 
rithmes, 

(10) i'»»*=L-+2'ïXi-^). 

(11) Lco8aj=2!ïr^(*--(2Âq^f)V/ 

Mais on démontre que Ton a, pour toutes les valeurs de x dont le 

module est moindre que. ouf. 






('- 



Acù* \ 4aî' 4*0?* 4'aî* 



(2À+l)«7rV "" (2A:+l)«7r« "" 2(2A:+1)V "" 3(2Arf 1)M ' ' ' 
Si Ton ordonne ^r rapport à x, on obtient les séries 

(12) L sin oî = La? — ^2^-^ - 2;;4 2^^ - 3^2^-^ -..., 
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(Id) L cosoî •^^(2A4.|)« 27r*^(2A:-hl)* 3ff« jZdWTW ""•' 

On peut employer ces formules pour calculer dire^^meut le loga- 
Tithme du siuus ou du cosinus d'un arc, sans calculer préalablement 
le sinus ou le cosinus lui-même. 

FiHUnn^ DB WALUS. 

tM. -^ Si» dans la formule (S) od fait « := ^ , il Tient 

ir ~Xlfc = l \ 4*»/'~llfc=t 2*. 2* 



d'où 



c'est-à-dire 
(14) 



TT 



IL 



fc = « 2*.2A 



2 Xlk=i (2*-l)(2*+l) ' 



* _ 2 1. _i i. i. 1. 
2~l*3'3"5*5'7 



t • • • 
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